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Un complesso di lìnee rette è definito analiticamente da un'equaeioDe fra le 
coordinate della retta, considerata come luogo di punti, o come inviluppo di piani; 
il grado di questa equazione è l'ordine del cono luogo di tutte le rette del cora- 
pleBso che passano per un punto arbitrario, e la classe della curva inriluppo di tutte 
le rette del complesso situate in un piano arbitrario. Se però Ticeversa sì ha un si- 
stema di linee rette tale che per ogni punto dello spaùo sia definito completamente 
un cono d*ordine n, luogo delle rette del sistema che passano per quel punto, o, 
ciò che vale lo stesso, per ogni piano dello spazio sia defluita completamente una 
curva della classe n, inviluppo delle rette del sistema situate in quel piano, tutte 
le rette del sistema non apparterranno in generale ad un solo complesso di grado 
n, ma quei luoghi di rette d'ordine n, e quegl' inviluppi di rette di classe n, si 
potranno intendere distribuiti fra più complessi di grado n. La rappresentazione 
analitica più generale del sistema proposto sarà data da un'equazione che contenga, 
oltre delle coordinate della retta , le coordinate del punto o del piano , la quale 
potrebbe dirsi equazione di un connesso di punti e di rette, o di piani e di rette, 
estendendo il concetto di connesso, introdotto da Clebsch nella Geometria ana- 
lìtica : in un tale connesso ad ogni punto, o ad ogni piano, dello spasio corrisponde 

TOL. XTtlt 1 
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un compleBso di rette, ed i codi o le curve di questi complesai che corrispondono 
ft quei punti, o & quei piaDi, dello spazio, saranno ì luoghi e gl'ioTÌluppi di rette 
appartenenti al sistema proposto. — Un esempio molto semplice di un simile si- 
stema di rette, suggeritomi dal eh. collega il prof. Valentino Gerruti, si ha 
nella conaiderasione dei coni di 2" ordine che passano per cinque punti dati, o delle 
linee di 2* classo che toccano cinque piani dati : la discussione di questo sistema 
di rotte forma l'oggetto di questa breve Nota. 

1. Essendo (a, b, e, d) le coordinate di un punto p rispetto ad un tetraedro 
fondamentale 6, consideriamo una superficie di 2" ordine circoscritta al tetraedro 
medesimOt e rappresentata perciò da un'equazione della forma 



(1) 



Fbc + Oca + Eoo + Lod + Hbd + Ned = 0. 



Se la superficie (1) si riduce ad uà cono S' di vertice p' (a' , b' , e' , d*) , si 
aTranno le condiiioni 

H6' + Gc' + Ld' =0, 

"a" +Fc' + Md'=0, 

(2) 

Go' + F*' +H<i'=0, 

Lo' + M6' + Nc' =0, 
onde 

0, H, e, L 

H, 0, F, H 

G, F, 0, N 

L, M, N, 

o in altra forma 

F-l' + G>M' + H>IP- SGMH» - JHN-FI, - 2F10M = , 
VFL+ ^/5M+ VHN=0. 
Dalle equasioDì (2) si trae 

Pt'c' = La'd', Gc'o' = M6'd', Ho't' = Mc'd' , 
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)(8)( 
e si porrà 

o'd' 6' e* ' 6'd' da' ' 

osservando che , per le equazioni (2) , la somma di queste tre frationi deve an- 
nullarsi. 

Segue da ciò che l' equazione del cono S' sarà 

(Y - W)(6co'(i' + c.db'c') + (W - U)(cab'tt' + biUia') + (U - V)(o6e'd' + cila'6') = 0, 

sia 

(3) U(6c' - cb')(fld' - da') + V(ca' - oc')(6d' - di') + W(a6' - fia^Ccd' - <tc') = 0. 

Tutt' i coni S' , variando il vertice p' , costituiranno con i loro lati un com- 
plesso £ di 2° grado : indicando le coordinate di una retta r del complesso con 

f=ÌH! -<th' , d =s co' - oc* , h = ah' -ha' , 

i = ad' - do' , m = 6d' — db' , n = ed' - de* , 

r equazione del complesso S sarà 

tJfl + Vffm + wftn = 0, 
ovvero 

n 



w 



V-W~W-U U-V 



osservando che si ha identicamente fl-vgm ■\-hn = 0. 

Il complesso 1 è un complesso (efraedrale ; esso è costituito da rette r, cia- 
scuna delle quaU determina con le facce del tetraedro 9 un gruppo di quattro 
punti in dati rapporti anarmonici : i tre rapporti anarmonici fondamentali io questo 
gruppo sono espressi da 

(K\ /in _ Y - U fi _ w-Y flm D - W 

^^' gm W-U' Im U-V' fi Y-W 

Se il cono S' del complesso si riduce a due piani, il sistema delle equationi (S) 
equivale a due sole equazioni indipendenti, dovranno quindi annullarsi i deteiroi- 
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nanti minori di 3* ordine del iloterminate A ; ciù conduco allo condisioni 

FL= (V- VV)n'()Vd'=0 . GM=(\V vyb'c'd' - , UN = (U -\)a'b'c'd'=0 , 

le quali sono soddisratlc ponendo una qualunque dello equazioni a' = 0, b' = 0, 
c' = 0, d' = 0; adunque il luogo liei punti singolari p' del complesso 1, per cia- 
scuno dei quali il cono S' del complesso si riduce a due piani, è costituito dalle 
quattro facce del tetraedro 6. 

Se il vertice p' del cono S' appartiene ad una delle Tacce del tetraedro 9, il 
cono S' si ridurri a questa faccia, insieme al piano P', che passa pel Tertice op- 
posto di 6, rappresentato da una delle equazioni 

(U- V)^ + (W-U)^+(V-W)|. = 0, 

(V-W)^ + (U-V)^ + (W-U)|=0, 
(6) 

(W-U)^ + (V-W)^ + (U-V)1 = 0. 

(V-W)^+(W-U)^ + (U-V)^-r-0. 

La retta R' che il piano P' ha di comune con la faccia del tetraedro è de- 
terminata dalla condizione che i suoi tre punti comuni con gli spigoli di 6 appar- 
tenenti a quella faccia , ed il punto p' , siano nel dato rapporto anarmonico del 
complesso. 

Se il vertice p' del cono S' appartiene ad uno degli spigoli del tetraedro 8 , 
il cono S' si riduce alle due facce di che appartengono a quello spigolo ; e fi- 
nalmente se p' è uno dei vertici di ©, il cono S' è indeterminato. 

Per una qualunque delle facce del tetraedro 6, la dipendenza tra il punto p' e 
la reità R', appartenente ad esso, è tale che se la retta R' appartiene ad uu punto 
p, , il punto corrispondente p' apparterrà ad una conica, alla quale appartengono 
i vertici di quella faccia di 6 ed il punto p, ; la tangente di questa conica in p, 
è la retta R, che corrisponde a p,. Le equazioni di queste coniche, nelle diverse 
facce del tetraedro 3, saranno 

(U - V) b, Cd + (W - U) e, 6d + (V - W) d, 6c - , 

(V-W)c,od+(U - V)o,cd+(W- U)d,co = 0, 
0) 

(W- U)(i,6d + (V -W)ò,adf(U - \)d^ab = 0, 

(V - W) a,6c + (W - U) 6,ca + (U - V) r, ab = , 
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Se invece il pnoto p' appartiene ad una retta R, , la retta corrispondente B' in- 
vilupperà una conica, che tocca gli spigoli di e in quella faccia, e la retta R( ; il 
punto di contatto di questa contea con R, è il punto p, che corrisponde ad B, : 
indicando con (/*(,... I, , . . .) le coordinate della retta R, , le equazioni di queste 
coniche sulle diverse facce del tetraedro B saranno 



V(U - ,V) n, b + V(W - U )m, e + s/(V - W) /', d = , 
V(V -W) (, e + \'(U - V> n, a + V(W - U) j, d = . 



V(W- U) m, o + V(V - W) i, b + V(U - V) h, d = , 



^(V - W) /; o + V(W - U) 17. 6 + V(U - Y) h, e = , 

Cerchiamo ora tra i coni S' del complesso £ quelli che passano per un punto 
p, ; il luogo dei loro vertici p' sari il cono rappresentato dall'equazione 

(9) (V-W)(b,c,od+o,d,hc)+(W-0)(c,a,6(f+6,d,ca)+(U-V)(o,ft,cd+c,d,ob)=O, 

osBia sarà il cono S, del complesso corrispondente al punto p,. Osservando che 
l'equazione (9) non può essere soddisfatta qualunque sia il punto (a,b,c,d), se non 
quando U=V=W, il che rende illusoria l'equazione (4) del complesso S, ne segue 
che tutt'i coni S' ì quali, avendo per loro vertici i diversi punti p' dello spazio, 
sono assoggettati a passare per cinque punti dati (i quattro vertici del tetraedro e 
ed un punto p,) non potranno appartenere ad un solo complesso dì 3" grado; essi 
però potranno intendersi distribuiti fra infiniti complessi tctraedrah 2) relativi al 
tetraedro 6, e rappresentati dall'equazione (4) variando U, V, W, ciascuno di questi 
complessi £ essendo determinato da uno qualunque dei tre rapporti anarmonìci cor- 
rispondenti (Sj : in questi complessi £ i coni S' corrispondenti ad un punto p' hanno 
di comune le quattro rette che p' determina con i vertici del tetraedro 8. Diremo 
che i complessi S formano un /ascio. Ad un complesso £ del fascio, pel quale i 
rapporti anarmonìci fondamentali sono 1, 0, «, corrisponde un cono S' ridotto alia 
coppia dei piani determinati da p' e da due spigoli opposti del tetraedro e. —Ad 
ogni complesso £ del fascio corrisponde un cono S, , rappresentato dall'equazione 
(9), che è il luogo dei vertici dei coni del complesso £, che passano per ) cinque 
punti dati. La distribuzione dei coni S' in complessi tetraedrali £ può farsi in cin- 
que modi diversi, combinando a quattro a quattro i cinque punti, per ì quali quei 
coni S" sono assoggettati a passare- 

Nel fascio dei complessi £ il cono S' di vertice p', assoggettato a passare pel 
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puQto p, , sarà rappreeeotato da una qualunque delie equazioni ' 

(6c'-cft')(fld'-da' ) ^ (ctt'-gc') {bd'-db^ _ (ab'-ba-) (cd'-dc' ) 
C6,c'-c,6') (a,(i'-d,o') ~ (c,a'-(i,c') (6,d'-t/j6') ~ {o,ft'-6,a') (c,d'-d,c^ ' 

sia da 

(10) (b,c'-c,6')(o,(t'-d,a'}(6co'd'+ad6'c')+(Cia'-a,c')(6,d'-d,6')(ca6'd'+6dc'a') 
+ (ff,6'-6,a')(c,d'-d,c') Ca6c'd'+cda'6')=0. 

Il cono (10) si ridurrà ad una coppia di piani quando il punto p' apparterrà 
ad uno dei dieci piani determinati dai vertià del tetraedro b e dal punto p, , com- 
binati a tre a tre. 

Indicando con /",,... 1', , ... le coordinate della retta comune ai due punti 
p' , p, , sia ponendo 

f, = b.c" - c,b' , l', = o,d' - d,o' , . . . 

una qualunque delle equazioni 

lìU fi _ gm _ hn 

^ ' f'tl\~g',m\~h',n\' 

contenendo le coordinate del punto p', e quelle della retta r, defluirà un connesso 
di punti e di rette, tale che ad ogni punto p' dello spazio corrisponderà un com- 
plesso tetraedrale S; t coni S' in questi complessi tetraedrali, che hanno per loro 
Tcrticì i punti corrispondenti p', sono appunto i coni (10), che passano per i quattro 
Tertici del tetraedro f*, e pel quinto punto dato p,. Adunque la rappresentazione 
analitica di tutti questi coni si trova nella considerazione di un connesso (11) dì 
punti e di rette. 

Se un cono S' è assoggettato a passare per l vertici del tetraedro e e per 
due punti p, , p» , il suo vertice p' apparterrà alla superficie di 4" ordine, rappre- 
sentata da una qualunque delle equazioni 

(6 ,b-c,fc)(fl,d-d,o) __ (c,a-fi^e)(fetd-d«6) ^ (o,ft-6,a){c,d-d ,e) 
^ ' (6,c-c,6)(a,d-d,o) ~ (c.o-a.cXfc.d-djfr) ^ (o,l»-6,o)(c,(i-d,c) ' 
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sia da 

(ab ed \/ oc^ , _a^ ■\ ( _^ ed \/ ca 6d \ 
o, ft, e, d,/\c, o, 6,0,/ ~ Vfl, b, e. d,/\c, a, "*"6, d,/ 

/ ftc od V_«& cd_\ / frc ad V ab ed \ 
■*" Vft, e, "^ a, d, Aa, 6» e, d,/ \&j e, "*" o, d,/\o, 6, "^ e, dj 

^ Ve, u, 6, dj/Vfr, e, ^ o, tfj/ \c, «', 6, d,/V6, e, «, dj 

Considerando il gruppo di sei punti costituito dai quattro rertici del tetraedro 
e e dai due punti p, ,Pt, apparterranno alla superficie (1-2) le quindici rette de- 
terminate da questi punti combinati a due a due, e dì più le dieci rette determi- 
nate dalle dieci coppie di piani, alle quali appartengono i medesimi punti combi- 
nati a tre a tre: inoltre apparterrà alla superficie (12) la linea gobba del 3" or- 
dine determinata dai sei punti del gruppo. 

2. Analogamente essendo (A , B , G , D) le coordinate di un piano P rispetto 
ad un tetraedro fondamentale 6, consideriamo una superficie di 2* classe inscritta 
al tetraedro medesimo, e rappresentata perciò da un'equazione della forma 



(1) 



fBC + ffCA + hAB + iAD+mBD + nCD = 0. 



Se la superficie (1) si rìdnce ad una conica s' nel piano V {k', B', C, D'), si 
avranno le condiiioni 

'tB' + i;C'+ ÌD' = 0, 

ftA' + fC + mD' = , 

(2) 

j;A' + fB' + nD' = , 

W + mB' + nC = , 



I 



= 0, 
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io altra forma 

/•» 1' + ff* m* + h* n» - 2gm-hn -Ihn-fl-ifl-gm-Q , 
V?r+ Vffm+ •fiin = 0. 
Dalle equaiioDì (2) si trae 

fWC = i A'D' , g C'k' = mB'D' , h A'B' = n CD' , 
e Bi porrà 

fi a m h n 

osserrando che , per le equazioni {'ì) , la somma di queste tre frationi deve an- 
nullarsi. 

Segue da ciò cbe l'equazione della conica s' sarà 

(u-w)(BCA'D'+ADB'C)4(W -iO(CAB'D'+BDCA')+{u- »)fABC'D'+CDA'B')=0 , 

sia 

(3) u(BC'-CB')(AD'-DA')+t(CA'-AC')(BD'-DB')+w(AB'-BA')(CD'-DC')=0. 

Tutte le coniche s' , variando il piano P , costituiranno con le loro rette tan- 
genti un complesso o di S" grado : indicando le coordinate di una retta B del com- 
plesso con 

P = BC'-CB', G = CA'-AC', H = AB'-BA'. 

L=AD'-DA', M = BD'-DB', N = CD' - DC , 

l'equazione del complesso o sarà 

«FL + bGM + wIIN = 0, 
OTvero 

(4) FL ^ GM ^ HN 

v-w w-u u-v' 

osservando cbe si ha identicamente FL + GM + R1V = 0. 
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Il complesso a è nn complesso tetraedrale ; esso è costituito da rette B, cia- 
scuna delle quali deiermina cou i vertici del tetraedro 6 un gruppo Ai quattro 
piani in dati rapporti anarmonici : i tre rapporti anarmonici fondamentali in questo 
gruppo sono espressi da 



HN 11-11 


FL w~v 


GM 


GM w - 11 ' 


HN 11 - 11 ' 


FL 



Se la conica s' del complesso si riduce a due punti, il sistema delle equazio- 
ni (2) equivale a duo sole equazioni indipendenti, dovranno quindi annullarsi i de- 
terminanti minori di 3° ordine del determinate 3 ; ciò conduce alle condizioni 

f !=(« -«')A'B'C'D'=0 , gm=iw -u)A'B'C'D'=0 , ftn=(«-t))A'B'C'D'=0 , 

le quali sono soddisfatte ponendo una qualunque delle equazioni A' =: , B' = , 
C' = 0, D'-O, adunque l'inviluppo dei piani singolari P' del complesso a, per 
ciascuno dei quali la conica s' del complesso si riduce a due punti , È costituito 
dai quattro vertici del tetraedro 6. 

Se il piano F della conica s' appartiene ad uno dei vertici del tetraedro 0, la 
conica s' si ridurrà a questo vertice, insieme al punto p', appartenente alla faccia 
opposta, rappresentato da una delle equazioni 



. (u-v)-. 



' C^^^" "' D^ 



(»-w)-^ + (u-«)A. + («'-«)-5r = 0, 



= 0, 
(t) - w) -^ + (W - tt) -g,- + ÌU-V) -^^0. 

La retta r* che il punto p' ha di comune con quel vertice del tetraedro 6 è 
determinata dalla condizione che i suoi tre piani comuni con gli spigoli di ap- 
partenenti a quel vertice, ed il piano P', siano nel dato rapporto anarmonico del 
complesso. 

Se il piano P' della conica s' appartiene ad uno degli spigoli del tetraedro 0, 
la conica sì riduce ai due vertici dì che appartengono a quello spigolo ; final- 
mente se P' ò una delle facce di B la conica g' è indeterminata. 

VOL. ZVIII 2 
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Per uno qualunque dei Tertici del tetraedro i la dipendensa tra il piano P', e 
)a retta r', appartenente nd esso, è tale ohe se la retta r' appartiene ad un piano 
Pt , il piano corrispondente P' apparterrà ad un cono , al quale appartengono le 
facce per quel vertice di 0, ed il piano P, ; il Iato di contatto di questo cono con 
P, è la retta r, che corrisponde a P,. Le equazioni di questi coni , per i diTersi 
vertici del tetraedro B, saranno 

(u - V ) B,CD + (W - tt) C,BD + (w - w) D,BC = , 

(b - w) C,AD + (u -Ti)A,CD+(w-«)D,CA = 0, 

a) 

(W - u) A.BD + (t) - W) B.AD + (u - tJ) D.AB = , 

(v - w) A,BC + (w - u) B,CA + (« - v) C,AB = . 

Se invece il piano P' appartiene ad una retta r, ; la retta corrispondente r* ap- 
parterrà ad un cono, al quale appartengono gli spigoli di per quel vertice, e la 
retta r, ; il piano tangente di questo cono secondo r, è il piano P, clie corrisponde 
ad r, : indicando eoa (F, , ■ . ■ L, ■ ■ .) le coordinate delta retta r, , le equaiioni 
di questi coni per i diversi vertici del tetraedro saranno 



^/(« ~ «} N, B + V(w - u) M,C + ^/(B- w) F,D = , 



\/(w - w) L, C + V(« - f) N, A + V(w - u) G,D = , 



%^{w-«)M,A+ AtJ-w)L,B+ •J(.u-v)E,D = 0, 

V(t)-w)F, A+ VCtP-u)G,B+ \'(u-t>)H,C=0 . 

Cerchiamo ora tra le coniche s' del complesso e quelle che toccano un piano 
P^; l'inviluppo dei loro piani F sarà la conica rappresentata dall'equazione 

(9) (v - w) (B,C, AD + A,D, BC) + (w - u) {C,A, BD + B,D, CA) 

+ (u - w) (AjB, CD + C,D, AB) = , 

sia sarà la conica s, del complesso corrispondente al piano P,. 

Osservando che l'equazione (9) non pu6 essere soddisfatta qualunque sia il 
piano (A, B, C, D)t se non quando u = v = w, il che rende illusoria l'equatione (l) 



Digitjzed by V.iOOQIC 



)( il )( 

del complesso o, ne segue che tutte le coniche s\ le quali, arendo per loro piani 
i diversi piani P' dello spazio , sono assoggettate a toccare cinque piani dati (le 
quattro facce del tetraedro ed un piano P,) non potranno appartenere ad un solo 
complesso di 2" grado ; esse però potranno intendersi distribuite fra inDniti com- 
plessi tetraedrali g, relativi al tetraedro 6, e rappresentati dall'equazione (4) va 
riandò u, v, w, ciascuno di questi complessi i essendo determinato da uno qua- 
lunque dei tre rapporti anarmonici (5) : in questi complessi a le coniche s' corri- 
spondenti ad un piano P' hanno per tangenti comuni le quattro rette che P* de- 
termina con le facce del tetraedro 0. Diremo che i complessi a formano un /ascio. 
Ad un complesso 9 del fascio, pel quale i rapporti anarmonici fondamentali sono 
], 0, 00, corrisponde una conica s', ridotta alla coppia dei punti determinati da 
F e da due spigoli opposti del tetraedro &. Ad ogni complesso a del fascio corri- 
sponde una conica S( , rappresentata dall'equazione (9), che è l'inviluppo dei piani 
delle coniche del complessa o che toccano i cinque piani dati. La distribuzione 
delle coniche s' in complessi tetraedrali o può farsi in cinque modi diversi, com- 
binando a quattro a quattro i cinque piani dati, che le coniche s' sono assogget- 
tate a toccare. 

Nel fascio dei complessi o la conica s', nel piano P', assoggettata a toccare 
il piano Pi , sarà rappresentata da una qualunque delle equazioni 

(BC'-CB')(AD'-DA') (CA' - AC')(BD' - DB') 

(B,C' - C,B') (A,D' - D.AO (CjA' - A.C) (B,D' - D.B') 

(AB' -BA') (CD' -DO 
(A,B'-B,A')(CiD'-D,C') 



(B.C - C,B')(AjD' - D,A') (BCA'D' + ADB'C) 
(10) + (C,A' - A,C'){B,D' - D,B')(CAB'D' + BDC'A') 

+ {A,B' - B,A')(C,D' - D,C')(ABC'D'+ CDA'B') = 0. 

La conica (10) si ridurrà ad una coppia di punti , quando il piano P' appar- 
terrà ad uno dei dieci punti determinati dalle facce del tetraedro e dal piano P„ 
combinati a tre a tre. 

Indicando con F', , . . . L', , . . . le coordinate della retta comune ai duo piani 



P* , P, , sìa ponendo 



-C.B', . . . L', = A,D' - D,A' , 
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una qualunque delle equazioni 

,,, FL_ OH _ UH 

* ' F',L', G',M', H',N', ' 

contenendo le coordinate del piano P', e quelle della retta R. definirà un connetso 
di pinni e di rette, tale che ad ogni piano P' dello spazio corrisponderà un com- 
plesso tetraedrale o; le coniche s' in questi complessi tetraedrali, che hanno per 
loro piani i piani corrispondenti P', sono appunto le coniche (10), che toccano le 
quattro facce del tetraedro 0, ed il quinto piano dato P,. Adunque la rappresentr.- 
zione analitica di tutte queste coniche si trova nella considerazione dì un connesso 
(I I) di piani e di rette- 
Se una conica s è assoggettata a toccare le facce del tetraedro 6, e due piani 
P, , P, , il suo piano P' toccherà la superficie di quarta classe ra]>presentata da 
una qualunque delle equazioni 

( B,C-C,B)(AtD-D,Aj (C,4-A,C)(litD D^B) '^ (A^ B-B,A)(C,D-D,C) 
(B.C-C,Bj(A,D-D,A)~{CtA-A,Cj(BiD-D,B) " (A,B^,A)(C,D-D(C) 



/AB CD '^ / CA BD \ /AB , CD \ / CA BD 

U.B, CD,'' ^C»A, B,D,/ Va^B, C.D,/ \C,A, B,D, 

(,2) ^fiC _ADW_AB, _CD^\_/BC^ _AD.W_AB _CD^^] 

^ ' ^ \B,C, ^ A.D,'' '-A.Bì ^ C,D,/ Vb^C, ^ A,D,/ Va.B, C.D,-^ 

f G\ BD' \ / BC AD \ _ / CA BD^\ ( B< 
"*" \C,A( "•" B,D,/ U,C. ''■ A,D,/ \CtAt "*" B,D,/ \B,< 



A.D,/ 



Considerando il gruppo di sei piani costituito dalle quattro facce del tetrae- 
dro e dai due piani P, , P, . apparterranno alla superficie {\%) le quindici rette 
determinate da questi piani combinati a due a due, e di piii le dieci rette deter- 
minate dalle dicci coppie di punti alle quali appartengono ì medesimi piani combi- 
nati a tre a tre : inoltre apparterrà alla superficie (12) la sviluppabile della terza 
classe determinata dai sei piani del gruppo. 

3. Supponiamo che i tetraedri e coincidano in un solo (6, 0), e che si abbia 

D V W 

_ = _;= — • osservando che se (f, ■ . . I, ■ . od (F , . . . L , . . .) sono le 

coordinate di una stessa retta (r , B) , considerata come luogo di punti o come 
inviluppo di piani, si lia /-=.■■==-=••' < si vedrà che i complessi Zoo, 
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rappresentati dallo cquasioni (i) dei numeri precedenti, coincideraono in un solo 
complesso (S , o) ; sicché ogni retta r che determina con le facce di 9 un gruppo 
di quattro punti, in dati rapporti anarmonici, è anche una retta R che determina 
con i vertici di 9 un gruppo di quattro piani , nei medesimi rapporti anarmonici. 
La conica s' del complesso a, corrispondente al piano P', sarà il luogo dei vertici 
})' dei coni S' del complesso Z che toccano ?'; e viceversa il cono S' del com- 
plesso X, corrisjjondente a) punto p', è l'inviluppo dei piani delle coniche s' del 
complesso o che passano per p'. 

Consideriamo il fascio dei complessi (£ , s), tra i quali, per le cose dette, si 
possono intendere distrihuiti i coni S' assoggettati a passare per i quattro vertici 
di 9, e per un quinto punto p, , e distribuite le coniche s' che toccano le quattro 
facce di fl, ed un quinto piano P,. In uno dei complessi I, nel piano P', i vertici 
p' dei coni S', che passano per i cinque punti dati, apparterranno alla conica s', 
determinata da P' e dal cono S, di S di vertice p, ; i quattro punti comuni alla 
conica s', ed alla conica s' di a, corrispondente al piano P', saranno i vertici p' di 
quattro coni S' che passano per i cinque punti dati e toccano il piano V : il luogo 
dei vertici p' di tutti questi coni, variando il complesso (Z , a), è una curva Yi la 
quale risulta quindi dai punti comuni alle coniche corrispondenti s\ ed s' in due 
serie proiettive, le coniche s', della prima serie avendo in comune la quaterna q\ 
di punti determinata in P' dalle congiungenti di p, con i vertici di 0, e le coniche 
a' della seconda serie avendo per tangenti comuni la quaterna Q' di rette deter- 
minata in P' dalle facce di ; la quaterna dì punti q\ , e la quaterna di rette Q', 
sono tali che a ciascuno dei sei lati di q\ appartiene uno dei sei vertici di Q'. Si 
vedrà facilmente che la curva f ha per punti doppi ì quattro punti della quaterna 
q*, , ed i sei vertici della quaterna Q' ; quindi osservando che ogni conica s', ha 
per punti eomuni con f i quattro punti p' che essa ha di comune con la conica s' , 
ed inoltre gli otto punti riuniti nei punti della quaterna q', , se ne conchiuderà che 
la curva y è del sesto ordine. Adunque il luogo dei vertici p' dei coni S' che pas- 
sano per i cinque punti dati e toccano un piano dato P', è una curva y del sesto 
ordine, situata in questo piano ; essa ha dieci punti doppi a (i punti determinati 
in P' dalle congiungenti dei cinque punti dati presi a due a due) allineati a tre a 
tre su dieci rette p (le rette determinate in P* dai piani che passano per i cinque 
punti dati presi a tre a tre) ; per ciascun punto doppio a di y passano tre rette p, 
le quali contengono sette dei dieci punti ts, i rimanenti tre punti a essendo alli- 
neati sopra un'altra retta p. — Analogamente in uno dei complessi o, pel punto p', 
i piani P' delle coniche s', che toccano i cinque piani dati, apparterranno al cono 
S'f determinato da p' e dalla conica s, di o nel piano P, ; i quattro piani tangenti 
comuni al cono S', ed al cono S' di S, corrispondente al punto p', saranno i piani 
P' di quattro coniche s' che toccano i cinque piani dati , e passano pel punto p' : 
l'inviluppo dei piani P' di tutte queste coniche, variando il complesso (a , £) è un 
cono r, il quale risulta quindi dai piani tangenti comuni dei coni corrispondenti S', 
ed S' in due serie proiettive, i coni S', della prima serie avendo in comune la qua- 
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terna Q', di piani tangenti, determinata con p' dalle intersezioni di P, con le Tacce 
dj S, ed i coni S' della seconda serie avendo in comune la quaterna q' di rette, 
determinata con p' dai vertici di 6 ; la quaterna di piani Q', , e la quaterna di 
rette q' sono tali che a ciascuno dei sci spigoli di Q', appartiene una delle sei facce 
di q'. Si vedrà, facilmente che il cono r ha per piani tangenti doppi i quattro piani 
della quaterna Q\ , e le sei facce della quaterna q' ; quindi osservando che ogni 
cono S', ha per piani tangenti comuni con i' i quattro piani tangenti P' che esso 
ha di comune col cono S', ed inoltre gli otto piani tangenti riuniti nei piani delia 
quaterna Q', , se ne conchiuderà che il cono r è della sesta classe. — Adunque l'in- 
viluppo dei piani F delle coniche s', che toccano cinque piani dati, e passano per 
un punto dato p' 6 un cono r della se:<ta classe, col vertice in questo punto; esso 
ha dieci piani tangenti doppi li (i piani determinati con p' dalle inlersezioni dei 
cinque piani dati presi a due a due) che passano a tre a tre per dieci rette P 
(le rette determinate con p' dai punti nei quali s'intersecano i piani dati presi 
a tre a tre); ciascun piano tangente doppio II di r contiene tre relto P, per le 
quali passano sette dei dieci piani II, ed i rimanenti tre piani H passano per un'al- 
tra retta P. 
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TEOREMA DI GEOMETRIA. PROIETTIVA 



FEDERICO AMODEO 



Sludeule di 1* anno n«ir Unìverelià di Napoli 



a Dati in un piano quattro punti A A' B B' e due rette m n, che si ta- 
gliano sulla retta AA', dai punti B , B' si proietti la punteggiata fl) = MH, ... sulla 
retta n nelle due punteggiate NN, ... , NTf', ... : posto 

AN.A'N' = P , AN.A'N'.sP, ,... , 

lo rette HP , M,P invilupperanno una conica 9. 

Matti le due punteggiate proiettive NN, ... , N'N', ... banno nel punto mn un 
loro punto unito (l'altro è il punto n>BB'), e quindi i fasci proiettivi A(NN, ...) , 
A'(N'N', ...) hanno in AA' un raggio unito, e sono perciò prospettivi, ossia i punti 
P , P( , ... giacciono sopra una retta p, che passa pel punto n>BB'. 

Ora essendo PP, ... , MM, ... proiettive con NN, ... , e quindi proiettive fra loro, 
ne segue che le rette HP,M,P, ,... invilupperanno una conica 7 tangente alle 
rette m , p. 

OssEBTizioNe — Costruita la retta p = P-(n-6B') è chiaro che dato un punto H, 
di m, la BM, taglierà, n in N, , e la AN, determinerà sopra p il punto P, della 
tangente M,P, di ?. 

b) Oltre alla retta m anche le rette AA' , BB' , B'A' , BA sono tangenti a <p. 

Matti se H, coincide con mn , P, coinciderà con p>AA', e secondo che M, 
ò un punto di BB' , B'A' , BA , 1>, sarà un punto di BB' , B'A' , BA. 

o) Dietro ciò si può costruire per tangenti una conica individuata da cinque 
tangenti abcdm, poiché si può porre ab = A , tui^ A' , c& = B , cd = B', e con- 
ducendo pel punto am una trasversale arbitraria n, si ricade nell'ipotesi del teo- 
rema considerato in a). 
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d) Considerando poi l'esagono ordinario circoRcritto a 7, i cui lati consecu- 
tivi sono a , 6 , e , p , MP , m si ha che le rette cp-ma , (p-MP)-oft , (PMm)-fcc 
concorrono in un medesimo punto, dietro quanto si è detto nell'osservazione posta 
in a); ossia si ha il teorema di Brianchon sull'esagono circoscritto ad una conica. 

e; Il teorema contenuto in a) può dirsi più generale di quello di Brianchon, 
nel senso, che mentre con questo date cinque tangenti ab ed vi per determinare la 
sesta tangente condotta da un punto dato sopra m, se ne determina il punto d'in* 
tersezione con una delle altre tangenti ab ed, con quello contenuto in ») nel risol- 
vere lo stesso problema si determina un punto qualunque della sesta tangente ; 
sebbene a dir vero, questo punto si trova sopra una settima tangente p. Ha an* 
che con ciò, si avrebbero quindi due tangenti invece di una, cioè la tangente con- 
dotta dal punto dato su ni, e la tangente p. 

f) É facile sia direttamente, sia col principio di dualità trovare il correlativo, 
nel piano, di quanto si 6 detto in ») , b) , e) , d) , «). 

Avellino , Settembre 1819. 
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SOPRA LE FORME ALGEBRICHE TERNARIE A PIÙ SERIE DI VARUBai 



A. CAPELLI. 



Consideriamo la forma ternaria più generale con un numero qualunque dì serie 
di variabili se, , x^ , x, ; Vi < ]/i . j/s ; z, , Zi , Zj ; . . . , che possiamo indicare 
brevemeote con ({n^ , y" , z', . , .) intendendo con ciòcche essa è omogenea e 
de) grado m nelle x, omogenea e del grado n nelle y e cosi via. Sì tratta di lar, 
dipendere tale funzione da forme ternarie contenenti un numero piti pìccolo di serie 
di variabili, e che siano invarianti o covarianti della stessa /"(x" • j/" . z' i ■ • ■)■ 
E precisamente, considerando dapprima trtf sole serie di variabili, ci proponiamo 
di dimostrare che è sempre possibile di porre identicamente .... .. j 



..(I) r(«-.tr.»')-2E 



ce, a:, ièj |P 



dove f^^^ è un covariante di f cbe contiene le sole due serie cOQtedienU x ed j/, . 
e D„ , I),, sono le notB operazioni di polare 

3 3 d d S d 

oXi oac, ■ axt oy, «^ " 3j/, • 

da ripetersi più volte di seguito a seconda del valore di jj. e di v rispettivamente. 
I numeri interi e positiri |i ■ v , p dovendo soddisfare alla relazione 

l* + v + p= l 

non sono indipendenti. Due soli di essi p. e. |i e v potranno variare a piacimento, 
entro lìmiti determinati. Questa formola non è cbe una generaliuasione della for- 
mola fondamentale del Gordan, mediante la quale una forata binaria a pi& serie 
di variabili a>, , sCt ; Vi , Vi • • ■ • bì riconduce a eoTarianti della ferma stessa con 
VOI. xvin 3 
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due sole serie di Tariabili (*). Crediamo inutile il citare la tormola giacché la nostra 
dimostraiione uè è aOatto indipendente. Piuttosto osserviamo che questa formola 
è già stata in altro senso generalizzata dal Clebsch, non tanto in sé stessa quanto 
nella conseguenza ora accennata , nella sua importante memoria ijber eine Fun- 
damenlaUmfgcAe der Invarianlenlheorie (**). Uì si dimostra come dalla forma 
n^ con un numero qualunque di serie di variabili, mediante la conuderazione di 
n — 1 classi di variabili, in generale legate fra loro da relazioni algebriche e che 
si trasformano coordinatamente alla trasfonHasione lineare delle variabili indipen- 
denti X, ,Xt , . . . ,x,, si possono derivare certe forme invariantiTe che la sosti 
tuiscoDO pienamente e che dì ogni classe di variabili non contengono al piìi che 
una sola serie. In tal modo la funzione ternaria fix" , j;" , z') si riconduce a sem- 
plici covarianti e controvarianti ed a forme che contengono una serie x^ ,Xt,SBt 
(coordinate di punti) ed una serie conlrai^edfeiite u, , u^ , Uj (coordinate dì rette). 
Ciò basta a mettere in evidenaa ohe la generalizzazione di cui qui si tratta è di 
natura esseorialmente diversa. 

Invero dalla (1) si deduce immediatamente uno sviluppo analogo della funzione 
con un numero qualunque di serie di variabili x ,y ,z ,^ ,7i, . ■ , sotto la forma: 



(!) rt«,»,i,5.'i.-..)=2] jn 



Vi Vi Vi 
z, z, z. 



■••»i.,i.' .,■••• (a!. V) 



dove n indica che in |iiog9 di una semplice potenza del determinante aottentra un 
prodotto di potenze di determinanti analoghi formati coile x,y,z,^tlì,,.. 
Come si Tede abbiamo sempre nelle f delle funzioni con due sole serio cogredienti. 
Le funzioni 9„ „• , ... ^ , ■.. si deducono dalla forma fondamentale operando sulle 
variabili che essa contiene con operazioni del tipo Dp, sopra considerato e con 
operazioni i^pg, defluite dal simi>olo 



dp, Sp, Sp7 

_L -L -L 

Sq, 85, 89,. 

_a_ _£_ _s_ 

8r, 8f, 8rs 



. n Math. Ann. Bd. Ili. 
(**) Abhandlungm dir k. Gnimchaft itr Wiu. (|« Qmingtn Bd. IT, 1872, 
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le p , g , r rappresentando le serie x ,y ,t ,i ,7i , . . . Cosi lìmitandooi' p^-. e'. 
alla (1) Bi può dimostrare eia 9^^ ba per espressione generale 



in cui kg è un certo coefficiente numerico ed U solo esponente può Tarlare entro 
limiti determinati essendo gli altri esponenti funzioni determinate di 0. 

La ragione per cu! l'esponente di il resta co^ determinato si vede facilmente 
tostochè si introducano nella rappresentazione delle fonne i simboli dell' Aro- 
nhold. Se poniamo infatti simbolicamente 

e designiamo ì determinanti 



Ve Vt 

H 2} 



con le notazioni {xyz) , (afre) si è condotti naturalmente a prendere come espres- 
sione generale dello t^^ che corrispondono in (I) alla potenza p del determinante 
(!CT/3) l'espressione 

poiché allora si ba per la regola del prodotto di due determinanti 



(aiyz)(abc) = 



6, | = (n,i'jC^ 



e cosi l'identità da dimostrarsi si esprime in ambi i membri coi nove elementi 
lineari simbolici (i« 1 a, > a, , b„ , . . . nel modo seguente : 

».* V <:.' = 2, S |(»- '. '■)' V »«' «M j • 
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dove M^_, è un aggregato simbolico del tipo 2ft■o,'''o^''"^x*fr/"c,^'cJ*". Uc ope- 
raeioni D^, avendo semplicemente per effetto di cambiare alcuni elementi Sp in ole • 
menti a, è chiaro cbe 



sarà un aggregato del tipo Jfc-a^'''a^''"a/' V V V ^^V V • quindi consi- 
derando K parie il caso di p = e raccogliendo in ciò che rimane il determinante 
(a, &j e,) 



»*"V''.' = 2VO«''V. + («-^*'0-H 



dove H 6 un aggregato del tipo indicato ultimamente, del grado Tn-l,n-l,t-l rispet- 
tivamente nelle asjy,z ; f^^^ invece è funzione delle sole x ed y. L'essenùale della 
questione sta appunto nel dimostrare cbe la Torma fondamentale si può esprimere 
come somma di due parti del tipo ora citato. Possiamo aggiungere che basta limi- 
tarsi all'ipotesi di 1=1. In tale ipotesi l'identità da dimostrarsi prende la fonna 
abbastanza semplice 

iu cui ? , l , M contengono soltanto le a; ed jr- 

Nel primo dei due § cbe seguono dimostreremo appunto cbe si possono sem- 
pre determinare i covarianti ^ e iji ed il composto simbolico H in modo da soddi- 
sfare questa identità. Nel secondo esporremo un metodo d'induzione assai semplice 
col quale dalla (a) si passa alla (I) e quindi anche alla (2). e che ha il vantaggio 
di estendersi immediatamente alle forme quaternarie etc. Cosicché p. e., qualora 
per le forme quaternarie siasi dimostrata l'identità analoga alla (a): 

n,-&/c/ d5 = D^ ■ 9 + D„5 4 + D, j • x -t- (i, f», ", d j) H , 

si puà asserire senz'altro che si può porre identicamente : 
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1. lodicando simbolicamente con a^'^by^c^ la forma più genende di grado |» 
nelle x, v nelle y ed I noHe z dobbiamo vedere se sia possibile di porre identi- 
camente 

a^^b^" c, = D„-<f +1ì^,-^ + t-{a^b^c^ a,^ a/ bj' b/ 

doTe ? e ^ sono fuDEi'oni delle sole ai ed y, la prima del grado [i. + 1 nelle x e v 
nelle y , la seconda del grado )i nelle x e v + 1 nelle y. Il tipo pib generale am- 
nùssibile per tali funzioni è : 

intendeodo d'ora innanzi di abbracciare col segno £ una qualsiasi combinaiione 
lineare dello forme elementari che stanno sotto il segno stesso ; altrimenti dovremmo 
scrÌTere p. e. 9 = Ifcfaa,'''o/"63:*'6/"c,'"*Cj* dorè le k^ sono dei coefflcientì nume- 
rici da determinarsi opportunamente. La e non può prendere cbe i valori ed 1 , 
le f.' , ih" , v' , v" indicano valori interi e positivi (ancbe nulli) compatibili con certe 
condiiioD), tali condizioni sono date per la ip e per la i{i rispettivamente da : 

|i' +|i" = |i\ Ii' + H" = li , 

v* + v"=v 1 (I) v' +v" =v ! (!') 

H" + v" + e = V ) 1*' + V' + » = p. J 

Senza menomare la generalità della questione ci ò lecito supporre |i>v. Allora è 
facile riconoscere che il sistema delle equazioni Indeterminate (1) ammette 2v -i- 1 
soluzioni. Il sistema (1') poi ammette Sv + 2 soluzioni per {i > v e sole 2v + 1 per 
|i = V. Pel sistema (1) basta riflettere cbe {j." può prendere tutti i valori da fino 
a V — t, quindi l'espressione più generale di f contiene v + i termini con s = e 
V termini con e = 1 , in tutto 2v + l termini, giacché determmati e e ti" le (1) ci 
danno per |ji' , v' , v" valori del pari positivi e determinati. Quanto al sistema <2) si 
osservi che per |t > v la v' può prendere tutti i valori da fino a v, ma per ii. = v 
soltanto i valori da fino a v - e. Quindi si conclude analogamente che per ;jl > v 
l'espressione più generale di <ji si compone di 2v + 2 forme elementari e per [t = v 
di sole 2v+ 1. 

Notiamo fbialmente cbe tch queste forme come in generale trh le fonne ele- 
mentari composte eoi nove clementi a, , a^ , a, , 6, , . . . elevati a diverse serie di 
esponenti non può aver luogo alcuna relazione lineare giacchi, inmuiginando p.er 
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un momeato che le a , b , e esprimano quantità efTettiTe è facile riconoscere che ì 
9 elementi possono prendere 9 Talorì affatto indipendenti. 
2. Indichiamo con 

Sa . S. . ffi 9u (1) 

■h . Ti . Tf» t Tf.» . TTw+i (l'J 

le forme elementari di cui si compongono le espressioni più generali ammissibili 
per <f e per ^ rispettivamente. Nel c.so di p: = v la forma f^^, è naturalmente da 
escludersi. Operando sulle (1) con D„ e sulle ()'] con D„ ne caviamo altre due 
serie di forme 

D„ff, . D».ff. . D«9 -D^fftv (3) 

D„, la , D,: T. . ^9'1t' ^v tu . Dy» Tt»+i (*') 

mediante le quali si comporranno rispettivamente le espressioni di D„ f e di D^ ^. 
Essenziale per la nostra questione si 6 ora di stabilire quante sono le relazioni 
lineari che hanno luogo fra le 4v + 3 forme (2) e (2'), per poter sapere qual' i il 
numero di coelBcienti di cui possiamo disporre nella composizione di 

DwT + Db.*. ' 

Floi dimostreremo che fra le forme (3) e (2'} non esiste che una sola relazione 
lineare, e ciò col sostituire ai sistemi (I) ed (I*) altri sistemi equivalenti. Intanto 
notiamo che fra le sole forme (2), come pure tra, le sole forme (3') non può aver 
luogo alcuna relazione lineare, poiché se fosse identicamente 

|t<.D«ffo + mD»ff.+ -,-. + l»,.I>«.flt. = 

Operando su tale identità col simbolo D„ e notando cho per essere le g del grado 
\f.+ i in ce e non contenenti z 

D^D^fl = lt+l.ff 

si otterrebbe 

ossia tio = l>-i = > ■ ■={'W = () giacché fra le (1) non esistono relazioni lineari. Il 
medesimo vale pel sistema {%")■ 
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IndiohiaiDO con (a„b^) , (a^c^) ì determinaDti a„b^~a^b^ ed o,. c^ - o^ f^ , e 
consideriamo il seguente sistema di 2v + 1 forme : 

I A,=a.>'6,*c, , A, =(a.&>/-'V~'c....-.Av=(o,ft„)Wc. 
(3) !■ B, =(o^e„)a/-'V. B,=(a,6/-'(fl,ga,''-*6, , 

che si riducono a sole Sv + lnel caso di |i = v, giacché in tal caso l'ultima di esse 
B^, contenendo v+ 1 simboli a non anebbe alcun senso. Operando su queste for- 
me con Djq^jD^*, ... ne ricaTtamo primieramente il sistema 

fVAo . V"'A. . V*A« I*-.*v-i . A, 

( D^'-'B, . D^'-'B., D^B^, , B,. 

clie si compone di 2v+ 1 forme del grailo ;i+ I nelle x e v nelle j/, e che noi 
Togliamo sostituire al sistema (1), Operando una volta di più collo Btesso simbolo 
D_ otteniamo ioTece un sistema dì 2v + 2 forme 

(V"*« . "VI. • "cn,"'*. VVh . VA, 

del grado v. nelle a; e v + 1 nelle y, che noi Togliamo sostituire ad <!'). 

Prendendo dapprima a considerare le forme (4) dico che fra esse non ha luogo 
alcuna relaiione lineare, cioè che se sì abbia identicamente 

«a D^" Ao + a, D^^"' A, + . . . + Op D^*'» Ap + . . . + a. A, 

dev' essere a, = o, = . . . = a, = p, = . . . = Pv = *•• Ammettiamo infatti come già di- 
mostrato che Oe = a, = Pi = ■ . . = otp_i = ?p_i = e focciamo vedere che dev'essere 
anche cu = ^. — 0. A tale scopo operiamo sulla identità residua : 

OpD^»-PAp + ...+ff,A, 
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con Dpc^~*- Io tal modo n anaullenumo identiumente le fonoe eoi codBeieiiti con 
■eeotiri u) o^ e Pp poiché Ckse cooleogimo le y fuori delle puvaten ad un gndo 
inreriore a v — p. Cosi p. e. 

giacché l'espressioiie D^'"P~'(a,'''''' ft,*"'"' c^I contiene le y soltaoto il grado 
V - f — I. Otteoiamo quindi 

a, D^'-» D,-» A, + f , D„-f D„-» B, = , 
ossia poiché 

e Biiuilmente 

conoliidiamo 

«pAp+PpBp = 0. 

Tale identità dovendo essere alTatto generale, ossìa non presupponendo alcuna 
condizione sulla natura della forma fondamentale aj^ 6,* c^ deve valere anche quanil o 
le a.b,e in luogo dì simboti sieno effettive quantità. Allora però ci é lecito ope- 
rare sull'identità col siaibeLo D(« che distrugge .Bp , giacchi DcaC^c,) = («^.0^) = 0, 
in modo che resta 

apD^Ap = 0. 



D^Ap = (o.V^a,*-P-«6.-f 

non è eiidenteniente un'^espressione che si annulla identicamente qualunque siano 
i valori effettivi che si attribuiscono alle a,b. Quindi ap = e per conseguenza 
anche ^^=^0 come volevamo dimostrare. Con un ragionamento affatto identico si 
dhnostrerebbe che fra le forme (4') non può del pari aver luogo alcuna relasione 
lineare. 
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Ora le forme (4) al pari delle (3) da cui si derivano colle operazioni D^ sono 
comprese nel tipo LaJ'''a^>^" bx^by^'e^'e^^" ; quindi poiché esse sono del grado (*+! 
in X e V in «/ si esprimono linearmente in funiione delle (1). Abbiamo cosi nelle 
(i) 2v + 1 composti lineari delle 2v + 1 forme elementari ;;» , ^i ■ ■ ■ ■ . fra i qual i 
non ha luogo alcuna relazione lineare- Ne segue che reciprocamente le forme 
?■ < gi ) ■■■ si esprimono linearmsme in funzione delle (4). Per simil ragione an- 
che le tt, ,^i, ■- si esprimono linearmente in funzione delle (i')- 

Da ciò segue immediatamente che le forme (2) si esprimono linearmente per 
meuo delle 

(D^DVA., . D„DV-A,,...,D„D^A,_. . D«A, 
l B„D^' 'B, D„D„B^, , D„B,, 



e le (S*) del pari linearmente per meiEO delle 

( D„D„'"A. , D„D„'4 D,.DW, , D„D^A. 

t l)„D^'B B,.V".-i • BtiD^S. ■ "..«."• 

Poiché Ag non contiene che le x le due forme 

D„DVA. , D„DV*'A, 

non differiscoDO che di un fattore numerico, e precisamente ha luogo tra di esse 
la relazione lineare 

D,.DV*'A. = (v+l)D„DVA.- 

D'altra parte, come ora dimostreremo è questa la sola relazione lineare che esiste 
fra le (5) e le (5'). Cosi resterà stabilito che fra le (2) e le (2') non ha luogo c/w 
una aola reUizione lineare come si era asserito. 

3. Qualunque relaiione lineare fra le (5) e (5') può soritersi : 



(o) 






dove i coeflicienti g, , g'o , «'^4., sono nulli preTentivamente. Operando dapprima su 
VCL. ivm * 
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talo identità col simbolo ì>^ ne deduciamo 

P-^ ,1=0 ' 

Ora 

Qui l'espressione D^*^[ajj'*^6„*~'*Cx! essendo ricavata per meiso della opcra- 
lione D^ da una forma contenente le sole a; può figurarsi con M,'''^*"' M,*"?, onde 
OTidentemeote 

= (V - p + t)(^ - p + I) D^^laJ^ K^ e.] 
^perA 

= (v-p + l)(li-p+1)D^''-*Ap 
e similmente 

»*« D^*"'*' Bp = (V - p + 1) (li - p + 1) h^'-f Bp. 
ArriTiamo cosi alla seguente identità : 

(6) (!^ + 1) 2] 1 «p ^^"'^ ^P + Pp I»V^ 8p ! 

p-« ' 

P-o 
Operando invece sulla stessa identità (a) col simbolo D^ viene 

(0 i; D«, j«pD^'^Ap+PpD„''-PBpj+(v+l)£}a'pD^-«^'VP'pDV"^Bpj = »■ 



■ Digitjzed by V.-J OO^IC 
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Le due identità (6) e (e) che possono anche scriverù rìspetUTUnente 

P-* 



hanno luogo rispettÌTamente la pllma fra le forme del sistema (i), la seconda fra 
quelle (le) sistema (4') Poiché ora si è dimostrato che ciascuno di tali sistemi non 
contiene che forme linearmente indipendenti concludiamo ^'^+, = 0, e qualunque sia 
il valore di p da fino a v : 

a*+l)«p-Kv-p+l)(ii-p+l)a'p=0 , (;i+i)Pp+<v-p+IK^^-p+l)PV=0 

ap + (v+l)a'p = , pp + (v + l)p'p=0. 

Queste equazioni esigono che le «p , <x'p , ^f , ^'. siano tutte nujle ad eccezione del 
caso in cui sia 

((i + l)(v + i)-(ii-p + l)(v-p + l)=0. 

Ha questo caso non si verifica evidentemente che per p = ; quindi la supposta 
identità (a) altro non 6 ohe 

a. D^ Day" A, + o', D„ D^**' A^ = 0. 

Abbiamo cosi dimostrato ciò che volevamo. Ma la natura della dimostraiione 
ci insej^ inoltre qualche cosa di più. Dalla identità (a) noi abbiamo infatti rica- 
vato le (6) e (e) per mezzo delle operaaiioni D„ e D^. Poiché ora queste opera- 
zioni distruggono tutte le forme del tipo ("«''wC.ja/'o/" V *•/■ * eh'»™ ohe, 
se in luogo di supporre il primo membro della identità (a) eguagliato a zero lo 
supponiamo eguagliato a 
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e procediamo bu tale ìdentitÀ nel modo stesso di pocanii, giungeremo 'ancora alle 
stesse conclusioni circa i coelUcienti a , a' , ^ , ^'. Quante alle v forme 

del tipo ora citato è evidente che sono fra loro indipendenti : quindi possiamo com- 
pendiare i nostri risultati come segue : 

Il sistema complessivo delle forme (6), (S) e (K'), da cui si deve escludere 
l'unica forma D„, ^xy** ^a • """ conitene che /brine (mearmcnle iiuiipcndenti, ti 
nutncro di laii forma è dato da 

v + (2v+ l)4-(2v+ l) = 5v + 2 per [i > v 



V + (2v + 1) + 2v = Sv + 1 per (i = v. 

Ora se noi cerchiamo qual'è il numero delle forme elementari del grado |t 
in X. V in j/ ed 1 in z, io altri termini qual'è il numero delle forme distinte che 
si ricavano dalla forma fondamentale aJ^b^''c^ = a^a^...byb^...Cf col permutare 
in tutti i modi possibili le lettere x,y,z troviamo che questo numero è dato ap- 
punto da 5v + 2 per (1 > V e da Sv -f 1 per jx = v. Infatti di forme' 

con Ci ne esistono v + 1 , 

con bf Cfg ne esìstono v , 



con b,Cy ne esistono v , 

con Oj Cj. ne esistono v + 1 quando li > v e v quando jt = v. Concludiamo che non 
solamente le (6). (5) e (S'j si compongono linearmente per mezzo di queste forme 
elementari, ma che reciprocamente ogni forma elemeniare del grado ^ in x, v 
in y ed 1 tn E si esprime linearmenle per mezzo delle (6), (5), (S'), o, ciò che è 
Io sfesso, per mezzo delle (6), (9) e (2'). 
Cosi l'identità.: 

«/ by" e, = D„ 9 + D^, 4- + S (fl^ h„ e,) a/ a/ b/ b/ 

non solo deve ammettersi por la forma fondamentale ma anche per le altre forme 
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elementari dello stesso grado in x,y,z, come del resto sì poteva prevedere col 
riflettere che queste ultime sono covarianti della prima. 

4. Prendendo per esempio come forma fondameatale a^* &/ c^ abbiamo il bì 
stema delle 11 forme elementari : 

o.» 6,» e, 

che equivale linearmente al sistema delle 11 forme 

D„D,„B, , D„B, , D^,D^»B, , D^, I>^ B, 

(a, by e,) a^ 6, , (a, b^ e,) a^ 6, 
dove: 

U. - 

1. L'identità ora dimostrata 

aJ^b;'c,=-D^,-^ + ììyr^+Z{a,b^c,)aJay^'bJ'b/ 

valendo in particolare per valori elTettìvi quali sì vogliano delle a,b , e, possiamo 
operare sopra di essa coi simboli 

D„. , D„« D„ii.) , D„- , D»-. , D„(v) 

che introducono nuovo serie di coefflcienti indipendenti gli imi dagli altri 

o', , a'» , o', ; . . . ; o.'^ , «.'« , a,!''' ; ft', ,b\,b\ ;...■> 6,^ , b^m , 6,w. 
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otteniamo coEl a meDO di un coelBciente numerico : 

a', o", . . . 0.<W 6', b", . . . 5,l'l e. = 

1)„ I D„, ... D„l« D„. ... D„(« » I + D„ 1 D„. ... D„(« Dj, ... D„(») i | 

+ Iio."H,mc,)a.<') ...o,('H,(') ... l,H1 

= D„ f + B,, f + £ (o^m i.,1'1 e,) o,l'l . . o/l bj» . .. l/'l CI) 

dove ora 7' , ^ sono aggregati di elementi tutti distinti 

o', , o', , or, , a-, 6', , 6', , V, ,6", e, , e,. 

Partendo da questa formola induciamo lo sviluppo della forma che nasce dal 
moltiplicare fra loro un numero qualunque di elementi distinti dei tre tipi a^ ,b„,Cj. 
nel modo seguente : 

o',o". ... 0.1-1 5", f, ... b,''' c'.c",... e.» 
= B..' T. + D»'-' D„ f. + . .. + D„ D,.'-' ,,"-•> + D,,' ».>» 
+ 1 1 (o, 6, e,) [ D„'-' ,, + B„'-' D„ »',+ ...+ D„'-' f,!"-')] I (2) 



+ SinCo, 6, e.). [D„'-f,, + D„'-»->D„ ?■,+ ...+»„'-« T/'-flll 



+ I|n(a,t,cO.„|. 

Nel termine generale del secondo membro II (a^ b^ c^) indica un prodotto di p 

determinali del tipo (a,, b^ c^) Tormati con 3() simboli distinti scelti comunque Tra 
gli «i + n + i simboli a , b , e ; le (?p poi sono aggregati di elementi o, , 6^ , c^ , 
(j 6 c„ contenenii le sole a; ed y ed i simboli che non Ugurano in ll(a^I»jCi), 

cosicché è alla diversa scelta possibile di questi ultimi che sì riferisce il segno 
sommatorio £■ 
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Supponiamo infatti tale sTlIuppo già dimostrato per un dato numero t e fac- 
ciamo vedere che esso ò legittimo anche per il numero succcssÌto I 4- 1. Con ciò 
tutto sarà dimostrato, giacché per i = l lo sviluppo (2) ricade nello sviluppo (I). 
Moltiplicando entrambi i membri della (e) per un nuovo elemento lineare c,'^*' viene 

a'^ . . . aj") b',... &^t") e', , . . . , 0,0 c,"*<) 
+ E i (a, 6^ c^ [ DJ-' *, + ...+ D^,'-' ^,<'-»] \ 



+ 1 1 n(o«6,cO-[D^H»^^+ . . . +D,,-f 4-^('-«] I 



(3) 



dove in generale 

Ora la forma ^^'■^'> è del tipo di quelle di cui si d& lo sviluppo mediante la for- 
inola (1), giacché essa non contiene le z che al primo grado nel mentre che le 
x,y sono congiunte a simboli tutti distìnti fra loro a',...,a'-^\b',...,b^*>,c',.>.,ó^K 
Quindi possiamo scrivere 

Sostituendo ciò nel secondo membro della (3) e raccogliendo sotto uno stesso se- 
gno S i termini che coatengoao uno etesso numero di determinanti del tipo (ajb^c^ 
esso prende una forma affatto simile a quella del secondo membro delU (3), per- 
chè le X sono assolutamente della stessa natura delle ? , soltanto contengono un 
simbolo di più e***- La (2) resta cosi dimostrata. 
Adesso non abbiamo che a porre nella (2) ; 

a' = a" = . . , = at*> = a 

b'=b"= . . .=6'"' =6 

c' = c" = . . .=c"> =c; 
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con ci6 ai prodotti [1 (a, b, cj sottentrano semplici potente (a« 6^ Cj)P , cosiecbè i 
segni £ divengono inutili, e si ha semplicemente : 
o.-6,-c,' = D„'f.+ ...+D,.'9.l'' 

+ 

+ {a, b, 0/ I D„"« ,,+ ...+ D„'-f »/-« I 

+ 

+ (O. t, <.)'?! 

il che può anche scriversi : 

»." V "■' = D«' *o + ■ • ■ + B,,' ♦." 

+ , 

+ (ac S z)» 1 D.,'-f »,+ ...+ D,.'-f »/-B I (4) 

+ ■ 

posto cioè: 

»/°l = (oic)f»,<"l 
e. d. d. 

t. In virtù del teorema che ogni forma elementare 

0/ 0,"' a,'" b/ 1/' 6.' ■ e/ 0,»" e/" 
in cui 

v' + v" + v"' = V 
X' +>." +»"' = X 
si pttd ricavare per mezzo delle operazioni 

"^ , »„ . I>« . 0- . D,. , D„ 
dalla /brma /bndamenlale 
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indicando con Ap(<^ un certo aggregato £ft-D^. . .D^^. . .D^ di (ali operazioni 
potremo porre 



e quindi 



*j,(«) = A^m I (a 6 c)f o,"-P 6/-P c/-f \. 



Quindi anche fatta astraiione da un coelUciente numerico che d'altronde può com- 
penetrarsi in ij,*"' 

♦^C) = i^c) . itf . o," 6," e,' = 4^<"' • itf , /• 
giacché l'operazione a definita del determinante 



dXi Sxx dcB, 
d d d 



3z, dzt dZi 

cambia aj^ by'' c^ in jji-v-X-(ahc)Oj.''"' 6^*"' c,^"'. Cosi la forraola (l) sì può com- 
pendiare nella seguente : 



i-p I 



f-i, X ■ (^ y ^)^ ^«^" D».'"^"" 4/' "" f- 



Poiché f è del prado l nelle z e le due operazioni D^," , O^'***"" e la moltiplica- 
Eione per (x y z)P introducono già le z al grado t, la formola stessa ci dice che 
&^(°) ttP /" non può contenere le z. 
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Sm MOTO DI UN PUNTO ATTRATTO DA DUE CENTRI FISSI 
COUA LEGGE DI NEWTON 



GIACINTO MORERA 



Preliminari 
J. 1. 

Il problema del moto di un punto attratto da due centri fissi agenti secondo 
la legge di Newton è uno dei p'ììi cospicui della meccanica razionale. Esso fu trat- 
tato da parecchi geometri celebri, da Eulero (*) , da Lagrange (") , da Le- 
gcndre (*•*), da LiouTillc (*•") e da lacobi ("""). 

Eulero pel primo riuscì a ridurre l'integrazione delle equazioni dilTcrenziali 
del moto alle quadrature. li procedimento di Eulero è sovercbiamente artificioso, 
percui oggidì non è il prererito ; però la forma data da Eulero alle equazioni in - 
legrab riesce ntilc, quando si mira a presentare queste equazioni colle forme ca- 
noniche degli integrali ellìttici. 

Lagrange si occupò a lungo del presente problema in due memorie inserite 
nel tomo IV della Miscellanea Taurtncnsia. Si deve a Lagrange: un metodo di 
integrazione piìi semplice di quello di Eulero; la soluzione delle principali diflt- 
coUà analitiche, che si presentano in alcuni casi particolari e specialmente nel caso 
in cui svanisce l'attrazione di uno dei centri; la dimostrazione analitica del celebre 

(•j Mémoires da l'Acadèmie de BeTlin an. 1160. Nouveaiix Commenlaires de Petenbourg 
T, X el Xr. 

(**) lUisctUanea Taurintntia T. IV. Mècanique analytiqut T. II. 

{•'•) Traile dts fonctiont ellipUgua T. I. 

(*'**) Journal de Ualhématiqutt pures et appUquéa de U, Liouville, an. 1846. Sur 
quatqua cas parliculiert où les équalions du mouvemtnl d'un point malériel peuvtnt t'inlégrer. 

(•*••") Voriaungen iiber Dinamik, htrautgegthen von A. Clebsch. 
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teorema di Lambert, ottenuta considerando il muto dei pianeti come caso parti- 
eolare del moto di un punto attratto da due ceolri ; ia condizione alTìnchè la tra- 
iettoria divenga una conica avente per fuochi i centri attraenti ; infine una genera- 
lìizazione del problema, cioè lo studio del moto di un punto iittratto da due centri 
colla legge di Newton e da un terzo centro collocato sul mezzo della congiun- 
gente i due primi ed agente in ragione diretta della semplice distanza. 

Legendre discusse ampiamente il problema partendo dalle equazioni trovate 
da Eulero e servendosi della teoria de^ll integrali ellittici da lui fondata. Si deve 
a Legeodre il seguente teorema importantissimo : 

a Sia A ti verftce di una ellisse di cui F e G sono i due fuochi ; sia Y la 
velocità in A necessaria affinchè questa ellisse. Ha descritta in virlii della forza 
situata al fuoco F; sio simiimenlfl V" la velocità in A necessaria affinchè redtssc 
ira descrilta in virtit della forza collocata aU'allro fuoeo^G; se queste due forzo 
agiscono insieme sul mobile e se ta sua vetocild iniziale sia tale, che si abbia 
yi _ v't ^ V"» , esso descriverà ancora la stessa ellisse ». 

Come à noto questo teorema fu in seguito generalizzato dal signor Ossian 
Bonnet (*). 

Liouville partendo dalle equazioni dilTerenziali del molo nella forma canonica 
data da Lagrange e servendosi delie coordinate curvilinee ortogonali, fece vedere 
come queste equazioni sì possono immediatamente integrare, purché la funzione delle 
forze soddisfi ad una certa condizione di integrabilità. Il metodo di integrazione 
proposto da Liouville riesce assai semplice e spedito nel problema del moto di 
on punto attratto da due centri ("). 

Nelle lezioni sulla dinamica di Jacobi il problema in discorso è risoluto come 
saggio di applicazione del teorema della funzione caratteristica e delle coordinate 
ellittiche; però tanto in quest'opera come nella memoria di Liouville lo studio 
del problema ft lìmitiito al procedimento di integrazione. 

Non ostarne l'importanza e l'estensione dei lavori di Eulero, Lagrange e 
Legendre la questione k ben lungi dall'essere esaurita: Eulero e Lagrange 
Don si sono arrestati a discutere casi particolari; Legendre invece ha discusso 
diffìisamente il caso della traiettoria limitata, ma essendosi servito delle equazioni 
di Eulero, la sua trattazione non è sempre riuscita di tutta la sempIicitÀ possi- 
bile e desiderabile. 

Dirò ora qualche parola di quanto ho fatto, o meglio tentato di fare, in questo 
breve lavoro. Anzitutto debbo avvertire che ho limitato il mio studio al caso della 
traiettoria piana; pel quale seguendo i metodi di Jacobi ho stabilite le equazioni 



(*) Mécaniqus analyiigu» pubblicata dal sig. Bertrand, noia IV. 

(**) Un riassunto del lavoro di Liouville, come pure alcuni altri ceii 
al pioblema del moto di un punto attratto da due centri, ei trovano nell'opera 
Cours eomplémcnlaire d'analtjtt «i de Mécaniqut. 
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ìDtcgruli del moto nelle due forme dovute a Lagrange e ad Eutero. Ho esami- 
nato il caso in cui svanisce l'attrazione di uno dei centri; allora combinando le 
equazioni dedotte dal problema generale coli' equazione che esprime il teorema 
delle aree, sono stato condotto in modo molto semplice al teorcmit Euleriano sul- 
l'addizione degli integrali ellittici. Il caso in cui svaniscono le attrazioni di entrambi 
i centri mi ha permesso di ritrovare per una via assai facile e sotto un' altra forma 
il teorema dell' addizione predetto. 

Ho in seguito esaminato il caso in cui la traiettoria si riduce ad una conica 
avente i fuochi nei centri attraenti. Partendo dalla condizione stabilita da Lagrange 
adlnchè la traiettoria divenga una conica avente per fuochi i centri attraenti , ho 
esaminato i casi di moto oscillatorio, che sì possono presentare ed ho stabilito per 
questi un teorema, che non credo privo di qualche interesse. 

Un'ultima parte del lavoro l'ho destinata ad alcuni cenni sullo studio in ge- 
nerale della traiettoria e mì sembra che, dal punto di vista della semplicità, la via 
in- cui mi sono messo, sia preferibile a quella seguita dal Legendre. 

Premetterò alcune relazioni geometriche, che mi occorrono in seguito. 

Le coordinate. 

j. n. 

n successo dei metodi conosciuti di integrazione nel nostro problema è dovuto 
all'impiego delle coordinate ellittiche, ossia all'impiego di parametri di coniche 
omofocali, di cui i centri attraenti sono ì fuochi. In questo problema il sistema pib 
conveniente di coordinate ellittiche è quello in cut si assumono per parametri delle 
coniche ì loro assi focaU : in vero con tal scelta di variabili (dovuta a Lagrange). 
oltre al vantaggio di una notevole semplicità e simmetria nelle equazioni, se ne ot- 
tiene un altro pure importantissimo, quello cioè dell'immediato significato geome 
trico delle coordinate. 

Siene H, ed H, i due centri attraenti ed il punto di mezzo della loro con> 
giungente. Immaginiamo condotti per due assi ortogonali X e T, il 1* diretto 
secondo H, Hi e l'altro perpendicolare, e supporremo che H, sia dalla parte delle 
X negative. Consideriamo un punto ì\{x ,y), il quale disti di r, e r^ rispettiva- 
mente dai due centri H, e M, e pel quale siano 0, e 9j le inclinazioni dei raggi 
vettori 1-, e r, sull'asse delle x. La posizione di H nel piano è determinata cono- 
scendo l'ellisse e l'iperbole di fuochi M, ed H, , che si taghano in H; perciò po- 
tremo iissumero per coordinate di AI gli assi focali di queste coniche. Dicendo ri- 
spettivamente e S gli assi focali di queste coniche, ossia ponendo 



dby Google 



X 31 )( 



Chiamando a il segmento M, Hj, tra le coordinate x , 1/ e le o , S si avranno 
le due relazioni 



dalle quali si banno le formole di trasformazione 
ai 



y = ±^ V(«'-o»)(a»-5«); 

e derivando rispetto ad una variabile qualunque f, da cui dipendono x,y , e S, 
avremo ' 

dx Su' + gg' dy _ . 1 r „^ J n.*-6* „, J q*-o* 1 



Detto ds il differenziale di un arco di curva sar9 

Si ottengono pure facilmente le relazioni seguenti 

«OH fi. = fi.' = i — — i i- . 



V = 



(o + 5),/(o'-a'Ko'-5') 

delle quali l'ultima ci dà la derivata rispetto a t del doppio dell'area descritta dal 
raggio vettore r,. 
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É utile introdurre l'angolo I sotto cui una linea data taglia una qualunque delle 
ellissi aventi per fuochi H, e Mj. 

Sulla linea data gì considerino due punti infìnitamente vicini (o,S),{a+do,5 t-dl): 
si dica {!■'<, l'arco elementare della ellisse a intercetto tra le due iperboli S e S+dS 
e similmente si dica ds, l'arco elementare della iperbole 6 compreso tra le due el- 
lissi o e + (lo. La formola (A) ci dà immediatamente 

' 4 a* - 6» ' 4 o' - a* 

e misurando Tangolo I in guisa che risulti acuto quando da e dd sono positivi, 
avremo 



ds, * 0» - a' do ^ ^ 



Se la linea data attraversa l'asse X in un punto (a , 5) , intermedio ai punti 
M, Hit • l'angolo I che si riferisce. a questo punto si deve misurare a partire dal- 
l'asse delle x ; se invece lo attraversa in un punto esterno (o, ± a), l'angolo 1 vuol 
essere misurato a partire dalla perpendicolare all'asse X. 

Equazioni del moto. 

5. IH, 

Sìeno H| . H, le azioni esercitate all'unità di distanza sull'unità di massa dai 
centri M, , Hi. La funzione delle forze per l'unità di massa sarà 

_ M, M, _ 2M, 2M, 

r, ''" r. ~o + «"'"o-a' 

e quindi in virtù della (A) potremo scrivere tosto l'equazione delle forze vive: 

ove T designa la forza viva ed h è una costante arbitraria. 

Introduciamo il sistema bipartito di variabili canoniche Hamiltoniane 

e S ; 0, e £, , 
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L'equaiione delle forze Tive in termìDi di queste nuove variabili diviene 

-g- _ M, M. 1 . 

Ponendo M, + M, = ji e M, - H» = v, l'equazione alle derivate parziali, che de- 
K F ilniece la funzione caratteristica V, si può scrivere : 

(8-D'(°'-»')-(s'"'+i"'+0-[(li)'(''-''''-(l''^'+'^+f)]=»' <"1 

sotto la qual forma si presenta spontaDeamente il seguente integrale : 



che è UD integrale completo, perchè contiene una costante arbitraria non agguata ^. 
Mediante questo integrale completo si possono scrivere immediatamente tutte 
le equazioni integrali del moto ; cioè 



J±\/(o"-ii')(lco"-niio + P) ■'±\/(5'-a'KJi8" + va + f 



(II) 



't^'-u'Kts' + no + f) '±V(ò'-o'XtS= + v8+J) 



i a' — S' 



a* -^ * o* - a» 



|Tt ! 

ove Bì è fatto k = sh o ^' , h' designano due nuoTe costanti arbitrarie. 



i che €* — a* è sempre negativo e per consegueDia dovrfc tempre euere 
*6* + v3 + p < 0. 
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Le due ultime equazioni si possono mettere sotto le forme seguenti : 



5' = ±-J-^ VC8» - a»)(W» + vS + p) O 



In tutte le equazioni (H), (III), (IV) e (V) U radicale V((o»-a»)(fco» + tio+P) 
Ta preso o col segno superiore oppure coll'inreriore ; lo stesso dicasi del radi- 
cale in S. 



Neil' 



equazione (C) sostituendo » -^ '' rapporto -^7 delle (IV) e (V) « ha: 



dalla quale si ha focilmente 

p = - (Ao» + iw) cos» I - (fc6« + v8) sen» I. (VI) 

Questa nuova forma tiell' equazione della traiettoria è dovuta al sig. Lioaville 
(mem. cit,) i avremo in seguito occasione di apprezzarne rutiliti. 

I segni dei radicali si determinano tostocbè si conoscano le condizioni iniziati 
del moto. 

Riguardo alla misura deli' angolo I si può adottare la seguente convenzione : 
nel punto M in cui il mobile attraversa l'ellisse, alla quale si riferisce l'angolo 1, 
si conduca la tangente a questa ellisse, prolungandola pel verso in cui essa fa an- 
golo acuto coU'asse delle x e si assuma per I 1' angolo fatto da questa direzione 
con quella della velocità in H, prendendo quest'angolo positivo ovvero negativo, 
secondocbè la velocità in H è diretta dall'iutemo verso l'esterno della ellisse vi- 
ceversa. Per tale convenzione 0' e S' saranno rispettivamente del segno di seni e 
di cosi. 
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Equazioni dì Eulero 

5. IV. 

Il teorema della Tunzione caraneristica permette di ottenere abbastanzii facil- 
mente le equazioni integrali del moto, quali furono date da Eulero. 

k questo scopo faremo noi cambiamento di variabili nell'equazione alle den- 
tate parziali (D). Posto con Eulero 



. '6 2*' 






'-.=,-^ . --^ ■ 


en.. = ,-^ . ^...=,^* 


dalle quali, in virtù delle relazioni seguenti 




senftj 


sene. 


•■'""senCe^-O.) 


'■•-%en(«,-6,)' 


ti hanno queste altre relazioni 




a aq* , « - » 


. "=«S ■ '-"'0- 


Dalle precedenti equazioni si ha: 




dp (1-p*)' dg„ Ci+9')» ^,_^ 
(lo 4op ' dS iaq ' 


d-p')' (1-1-9') 


e facendo uso delle formole 




av__8V dp 
do " dp do 


8V_8V dj 
tJ5 dq dS' 



bì trasforma la (D) nella seguente 



(g)'C^')^©'(T)'=-^:""''T^:-^[(lfO'-(J^:)l 

Tot. XYIII. ' 
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Aggiungendo e togliendo al 2* membro di questa equazione una quantità ar- 
bitraria ^, si presenta spontaneamente il seguente integrale completo 

ove ter brevità si è fatto 

2aP = oji(l-p») + 'i|-{l +p«)» +p(l -p»)» 

ha* 
2aQ =- av(l -(/•)- i^ (1 - g«)« - pd + ^)t. 

Dalla precedente espressione di V colla difTerenEiazione ai ottengono j due in- 
tegrali seguenti : 

Osservando che 

(l+p»)» = (I-p*)' + 4p* , (l-9»)» = (l+q»)»-*9'. 
la 2* delle precedenti equazioni in virtù della prima si può scrivere 

S U(i_p.)i /iriJ(l^.,,).^Qj 

Finalmente i due integrali trovati si possono mettere sotto le forme seguenti 

c„st = ±/^TfÌ 1 

(E) 
-U + cost = ±f '''<'P ^J_£ÌSL^ 
oV2a '(l-p')" VP '(l+sWQ ) 
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? + '-?-■ 
aA = C , ■- =C', 



Le equazioni (E) sono quelle trovate da Eulero; da esse si deducono facil- 
mente le espressioni di -~- , ^. Queste equazioni hanno il pregio dì contenere 

solo le potenze pari delle variabili, il che permette in ogni particolare problema 
di ridurre con facilità gh integrali ellìttici, che essi contengono , alle forme cano- 
niche. Però osserveremo che la struttura di queste equazioni k meno semplice e 
meno simmetrica di quella delle equazioni (II) e (lU) e che inoltre le variabili f> 
e q non hanno un'interpretazione geometrica immediata come le o e 5 ; perciò 
nella dìseassione della traiettoria le (II) e (IHj sono generalmente preferìbili. 

Si osservi che la p può variare da -I a +1, mentre la o varia da oo ad a 
ad 00 ; la 4 può variare da - co a + oo , mentre la 8 varia da + a a - u. Uno 
studio dettagliato di queste coordinate p e g si trova nel Legendre (op. cit.). 

Caso in cui evanÌBoe l'attrazione di un centro. 

5. V. 

Se nelle equazioni (lì), (ni), (IV), (V) si suppone M, =0, ossia tt = v, lo 
espressioni sotto i radicali divengono perfettamente simili. 
Posto per brerità 

L = (a» - a») (ko* + [19 + p) « 4 = (6» - a») (fcS* + (iS + p) , 

le equazioni predette divengono 



db, Google 



)C « X 

AH'equaeianc (IH') si puii sustituire quest'altra, che si ottiene sottraendo da 
(II)') la (IT) moltiplicata per a- ; 



-^ ■' * fta» + 118+ P -^■' » fcS» + jtS + ^ 



(III") 



Le equazioni precedenti devono rappresentare le leggi conosciute del moto di 
un punto attratto colla legge di Newtoa da un centro fisso e queste leggi si po- 
trebbero cffettiTamente dedurre anche dalle nostre equazioni ricorrendo alle pro- 
prietà fondamentali delle trascendeoti ellittiche. Noi però tieguiremo la via inversa: 
cioè dalla conoscenza delle leggi del moto dedurremo due teoremi sugli integrali 
ellittici. 

Ricorreremo a) teorema delle aree. Dcsignamio con V il valore costante del 
doppio dell'area descritta nell'unità di tempo dal raggio vettore r, , in virlìi della 
(B) sarà 



4 •■ ^o*-d* ''o*-S»J 



Sostituendo in questa equazione i valori di o' e ò' dati dalle equazioni (IV) 
e (V) si ha 



»('-S) = ± V(a*-S*)(fc>H:i''+p)T V{a*~<.')(M»+})6+p) ; (VII) 

equazione molto importante, che rappresenta sotto forma algebrica l'integrale ge- 
nerale dell'equazione dilTerenziale 

L'equazione (VII) si riduce facilmente alla classica forma data daLagrange 
al teorema d'Eulero su))' addizione degli integrali ellittici. Elevando la (VII) a qua- 
drato ed aggiungendovi l'identità 

i:+4=i(-.*+8')+i*(=H5»)+p(a»+8»)-u»*(»*+«»)-a*H{'+«)-2po», 
si ottiene 

».(,-8)» + £ + i±2\/2"V4={.-5)»[A(.4.6)« + ii(»+6)], 
da cui 



Vi: ± V4 = (i - 6) ^/^(1 + 5)' + (i(^ + 8) ^ e*. (vir) 



dby Google 



)( « )( 

Questa è appunto la forma data da Lagrange (*) all'integrale algebrico del- 
l'equaEìoae dìtTereozìale (P). 
L'equaiìone delle aree 






associata a quella delle forze vive 

.'■ ^ S" _ 161. 



i' - a> ^ n' - 8" (> + 8)(-i' - 8") ^ o> - «« 
determina |>er >' e 8' i valori seguenti : 

, jQ'-q') r.,/^^ . fjl „ tl8'-a') T-.F^T- -gì 

'=(.+8)H,-6il."V;r:3t±i'*J ■ « = (Zfsjipzs) l » V jnrji + > R J • 

ove 

B = *(- + 8)> + ,.(> + 8) -e-. 

Dicendo W una nuora espressione della funzione caratteristica, avremo in virtù 
dei precedenti valori di a' e 8' 

8W l.'-8', I r_ ,/o"-S' «ri 

=^={,^.a'=^,4-8[W;^T^] 



aw 



e quindi 



. n>+«)V(''*-a»)(a»-««)^n^ 



(*) Miscellanea TaurinensÌA T. (V. a 5ur Vintégralian tb 9u«lqu«i rf^uolioni Ailfértn- 
titUa doni Ut indéiermir»é«s ioni léparécs , mail doni ehaque m^mbre en parliculi'ir n'est 
poiitl inlégrable. 
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V -»■>(•■-«■) = »<• + «)\/i-[^]' 



W = » are eoa T j. / 7 . 



(S) 



A questa espressione di W avreinnio potuto pervenire direttameute calcolando W 
in coordinate polari r, , 9, e poi trasformando l'espressione in a e 5 colle relaeioni 

. a8 + n* 1 + 5 

Per mezzo di W possiamo immediatamente formare l'equasione che determina il 
tempo t ; perciò basterà differenziare rispetto ad A, ricordando che i = s '» ; avremo 



1 r' i 



piif 



ove k'" designa uaa eestante arbitraria. 

Paragonando questa equazione con (IH') oYrero eon (IH")i abbiamo 






Riguardo ai segni, osserveremo che negli integrali in s,Ò,p si devono pren- 
dere gli inferiori ovvero i superiori, secondochÈ si ha rispettivamente o'<0 , i'<0, 
o' + 8* < oppure o' > , s' > , i' + s' > 0. 
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Le equazioni (Vili) e (VIIl'j non possono essere altro che nuove forme tiel- 
r equazione della traiettoria, cosicché le costanti h' e k", al pari della ^' nella (II') , 
saranno funzioni della sola fS. 

L'integrale in p è sempre esprimibile cogli archi di cerchio ovTero coi loga- 
ritmi e con funzioni algebriche ; e perciò le (Vili) e (VITI') ci danno due teoremi 
sulle proprietà adilitive degli integrali ellittici. 

I teoremi contenuti nelle equazioni (VII) e (Vili) e quelli delle equazioni (VII') 
e (Vlir), che ne sono una immediata conseguensa, restano stabiliti per la vìa da 
noi seguita senza alcuna delle restrizioni comportate dal problema dinamico : im- 
Iieroccbè risultano da confronti dì equazioni, che devono coincidere identicamente ('). 



(*) L'espressione di W data dalla (G) si pub scrivere 
W = «8, ± Lr, \]'^ + 2A - ^ . 

dalla quale differenziando rispetto a 9 si ha 

• 1 i ^ 

^ ~*i± I — ' — = », ± aro Ben - 



't i, I — ■■ - — =0, + aro Ben ■ ■ : , 

J V»» r, r,*^e» »»*^«* 

che ti può. mettere eotto le nota forma 

»• 

'• = 1 "■' • 

l±Vl + ^oo,(.-.J 

essendo 0^ un arco arbitrario. 

La riduzione dell'equazione (VII) a questa forma dù luogo a traa forni as ioni alge> 
briche complicate e che perciò omettiama ; però nel caso in cui l'asse delle x è l'asse 
della conica si hanno dei risultati algebrici abbastanza notevoli. Se il mobile viene lan- 
ciato cuD velocità V, perpendicolare all'asse delle tr, da una poGl/iane dell'anse etesso 
collocata Tuori del segmento U, M, e dalla parte di M, , a distanza cai rispettiva- 
mente da M, e Mj , dall'equazione delle- forze vive ai ha 



= ©• 



< e. 
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Caso in oui evanieoono le attrazioni dei due centri 

É notevole che anche quando sono nulle le azioni dei due centri , cioè 
li = v = 0, le equazioni (li') e (lil'j contengono le trascendenti ellittiche. In questo 

caso dall* equazione delle fone vive si ha: '^=(9) ■ Inetta u rìnelinazione della 

velocità sulla normale alla ellisse corrispondente ad una posizione qualunque (3,2) 



prendendo nell'equazione (H) il radicale cgn segno positivo e sostituendovi il precadente 
valore di k, avremo 



..(?-.)-.• 



Ve (.-a) (i-a) 
it iS — iac + a* 

Per le Gtesse circostanie iDizieli d&ll& (VI) si ha 

,! = -[* (S + e)>-|.(b + c)l 
e la (Vii) diviene 



m- 



Vc(< 



-S)=\/(a<-J=)(,-6-e)[(^'-i)(.-»-c)+,] + 



+ 



\/(a> -.■)(»- 1, - e) [(!^' - g) (»- S -.)+ |.] , 



io cui si deve ritenero che c — b = a. Questi equazione deve essere una conseguenza 
della (H'). 

Nel caso del moto pambolico essendo f[ = 0^ l'equazione delle forze vive ci dà 

V*= — e le due equazioni precederli sì possono mPttrre racilmentA sotlo le dtie Torme 
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del mobile e detto a il valore dì u pclla posizione (b -)- e , a), in cui il mobile nt- 
traversa Tasse dei eentri, posiiioDe che supponiamo esterna a<l M, H^ e dalla parte 
di M, , in Tirtii delia (VI) sari 

p=:-it(6+c)'8en'a + (c-6)*c08»a]= -A(6* -t-c» - 2/»ccob2«) 

Se nella (VI) facciamo <i = r, + 1*1 s = r^--r^ e sostituiamo il precedente valore 
per p, avremo 

r,* + fj*- 2r, r,cos?w = 6* + c*- 26ccos2« 

relazione cbe dà luogo al seguente teorema di geometria, i Sapra una retta data 
ai prenda un jsvnto arbitrario e lo st congitinga con due punti fiati comunque 
scelti in un piano possanle per la retta e si costruisca un Irt'anffolo d> cui due 



seguenti : 



(i.+o)(Ho)=4ac (o-a) ■Jiv= •J(a^-i*){->-b-c) + V(o»-o')(i-6-c) 

e posto o + a = x , i + a = p, prendono lo due forme più concise 

(H"> x!/=iac , (x-y) \^c= ^!f(y-ìa)(,'ìc-x}+ \'i(!c-2aj(ic-'y). 

Si può fdcìlmente verificare l'esattezza dei nostri calcoli, pel cuo in cui H^ è «iilln 
traiettoria. Infutti allora c=:a e b = e la 2* equaiiooe bì può scrivere 

■Jx-.jy 

(^-/^)^2^- >/(x-2fl)(!a-y) ; 
elevando a quadrato e riducondo li ha 

oppure 



la quale coincide colla (H"), in cui liasi fatto t 
VOL. IVI». 
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Uni sono queste congiungenU e di cui l'angolo eom,-ire80 è ti doppio di qiiello 
fallo dalla retta dola colla biseltrice dell'angolo clcite due congiungttUi ; il terzo 
lalo di qui'slo triangolo è costante, cioè indipendente dalla posizione del. punto 
tiivgi} la rclla ». Questo teorema si può dimostrare senza difllcoltà direttamente. 
Detto £ iì valore costante del 3" lato del triangolo definito nel precedente teo- 
rema, sarà 

? = - k£* , 
e perciò le equazioni (li') e (TU'; si potranno scrivere 

| _ "■ +( "> _ ^y. ] 

J v/(i' - «■) (■.■ - •■) I V(»' - a') (S> - «■) / 

(*) 
,v, . ,,- ./ tt J 'l-^ 

' n/(«« - a») ("* - s») ' V(3» - a*)(«» - e») / 

equazioni die suppongono a' > e s' < , ossia « < s- 

Se si suppone i>> = ^ si ha r, + r, = i, ossia e è il grand' asse della ellisse di 

Tuochi H, , Hf , cbe tocca la retta percorsa dal mobile. 

Osservando che Vi è il segmento della retta percorsa dal mobile , compreso 
tra un punto Asso ed il punto mobile, e convenendo di contare 1 dall'istante del 
passaggio sull'asse X, avremo 

\l=^\](x-c + ff + y* ; 

sostituendo i valori di se e j/ in a e ^ trovati al $ II, sarà 



poiché 
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L'equazione «lei tempo ci àk adunque 






"\/(a«-a')(i*-e») nsena 

oS - 2 ac + o* 



(K") 



DiCTerenzianilo quest'ultima equazione rispetto a l e sostituendo per q' e ft' i 
loro valori 



8 0» ~ i* ' ~ 8 a» - a» 



s i/(a»-a»)(i»-e') - a ve** - o*> (** ~ e'J = « ('' - «') eoa a. (X) 

Le equazioni (IX), (IX*) e (X) ci danno i teoremi sull'addizione degli integrali 
ellittici di 1* e di 2* specie sotto forme diverse da quelle trovate nel paragrafo 
precedente. 

Si ponga 

X = - « = 8 = o sen 4 

e sen^ ^ 

ove ? e 4" dinotano manifestamente degli archi reali ed inoltre x< I. Ritenute le 
solite notazioni pegU integrali ellittici, le equazioni (fc) si potranno scrivere 

F(x..}.)-F{x,9) = f' 

J o8en*cp4? Jo 4* 

Si può facilmente vedere che 

e tenendo conto di questa formola e della seguente ; 



'■C-^^*'"'*'-^"'*' 



Digitjzed by V.iOOQIC 



)( 52 X 
la seconda delle precedenti equazioni, in virtù della 1* ai può scrivere 



(*•) 



ove W" ilesigna una costante arbitraria. Le costanti arbitrarie h'" e ^' si determi- 
nano consideramlo la posizione iniziale (A + e , a) del mobile, per la quale sì ha 

' = , ?e = are sen r-T~ . 4'o=s- 

Trasformiamo nelle nuove variabili ? e 4' l'equazione (X), avremo facilmente 

senicosvl? - semvcosilflilt 
cos« = - — ^ ■ \ , — -- i -.- ^ — J , 
1 -x*sen*<i> sen*4' 

ctie 6 la fonnola conosciuta pella determinazione dell'amplitudine dell' integrale el< 
liltico eguale alla difTerenza dei due integrali F(x , <{;) e P(x , f). Si vede adunque 
che l'amplitudine dell'integrale differenza dei due integrali P(jc,^) e F(x,<p) è 
geometricamente rappresentata dall'angolo, che la reità percorsa dal mobile fa 
colla perpendicolare all'asse dei centri. 

Dall'equazione (ft') si può facilmente dedurre il teorema sull'addizione degli 
integrali ellittici di 2* specie nella sua solita fQrma. 

Abbiamo trovato che 

"" a sena ' 

trasformando questa espressione in <p e <{' e sostituendo in (kf), avremo 

„, , „, ,, ,,„ cosò-cosipsena , 

E(x , o) - E (x , 4 = h'" + — i i do 

^ ' ^ ■• ' T' senasen? ^ 

e per la nota relazione 

cos<]' = coBf sena - sen 9 cosa All' , 
sarà 

E(x , <];) - E(x , «il) ~ 4? M cota - h'". 

Dovendo essere, com'è noto, 

i<f Ai|> + X* sen <p sen ({1 cos 9 cos (I» 
l - x'sen'T sea*([i 
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arremo 

lif 1^ = ia~ x^sen^sen^'Csencpsen^' 1« 4- cos ;p cos (!f) 

ed inoltre, essendo 

8en a = eoa f cos ^ f sen f sen ili la , 
sarà 

Af 1({( = Ah - X* sen tp sen ^ sen « : 
dunque 

E(x , (]<) -E(x , (p) = /t"-x*sen¥sen(|'cosa 

ove II" è UDH costante. Questa è la relazione a cui miravamo. 

Caso generale in oui la traiettoria diviene una oonìoa 
avente per fuooi^i ì centri attraenti 

§ VII. 

Sieno x,y due variabili dipendenti, tr» le quali la legge di dipendenza è sta- 
bilita dall'equazione dilTerenziale 

dx ày 

e dalla condizione che per x=Xf si abbia y-Va, essendo F(x) e Q{y) dei poli*' 
nomii in X e j/ rispettivamente. 

In generale la relazìoue che lega questo duo variabili è 






però vi sono dei casi di eccezione. 
Supponiamo che si abbia 

F(a!„) = F'(a!,) = . . . Fi">(aJo) = 

essendo n > 1 , ossia supponiamo che Xo sia una radice (» + I)p'' di P(x). Allora 
avremo 

F(j;) = (x- Xo)"*' ?(*) ' 
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essendo f{x) una funiione inter». Per un notissimo teorema (*) il 1" della (J) di- 
verrà intlnito o perciò, se il 2° membro k Unito, l'equazione (J) non sarà più am 
niissibite. Allora siamo costretti a ricorrere ail una delle soluzioni singolari del- 
l'equazione proposta, cioè alle soluzioni della forma a; = cost. , ovvero j/ = coì<t. , 
essendo la costante una qualunque delle radici di F(a!) = oppure di G(>/) = 0; 
e nel nostro caso si dovrà necessariamente scegliere la soluzione 



Si conclude adunque clie la relazione cercata tra le variabili xsy si ridurrà 
ad aj = a!o oppure ad jf = y» , secondochè x^ è una radice multipla di F (x) = op- 
pure y„ è una radice multipla di G(y) - 0, e che queste condizioni sono necessarie 
e suOIcìentì (**>, purché ben inteso non si trovino soddisfatte simultaneamente, nel 
qual caso può avvenire che l'indeterminazione di (J) sia solo apparente. 

Nel nostro problema l'equazioDe differenziale della traiettoria è 



V(-.' - a'){k->^ + )!.■> + ^) V(3' - «"X^S* + vS + p) 

e se diciamo a^,S^ le coordinate iniziali del mobile, in virtii del teorema prece- 
dente concludiamo che l'equazione della traiettoria si ridurrà a i = ?o nei due casi 
seguenti ; 

1° Quando sono soddisfatte le due equazioni 

H* + l^'o + P-0 . 2H + !» = *•! 

2° Quando sono veriBcate queste altre condizioni 

og = a , fto* -f- [la + p = 0. 

Similmente l'equazione della trùettorìa si ridurrà a S=S^ nei due casi seguenti: 
1° Quando sono verificate le due equazioni 

2" Quando si verificano le due condizioni 

So = ± a , fto* ± 2 va -H p = 0. 

(*} Serrel. Cours d» caitml différenlUi et integrai. T. II. pag. 100. 
(**) Questo teorema è dovuto a Lagrange (op. cit.)- I^a dimoalrazione qui data è 
del Big. Sorret. Vedi note alla Mécanigut inalylique, pubblicata dal sig. Bertrand. 
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Ai due secondi casi corrispondono dei moti osciHatorii lungo l'asse delle a:, 
dei quali non ci occuperemo. 

Esamineremo ora un caso notevole. Suppongasi Hi = , ossia p. = v e che 
siano verificate le condizioni 

«ft - a , *a* + (la + p = 0. 

Allora ricavando p da questa equazione e portandolo nella espressione di ^ 
fornitaci dalla (VI) abbiamo 

- {Ica* + |iO) = - {ka* + na)cos*Io - {hS^* + v8o)sen»I, , 
e quinriì 

(ha* + iMi)s6D»l9 = (JIV t :-3o)8en*Ifl. 

Siccome in generale 8, è diverso da a, cosi la condizione fca* + jia + ^ = 
equivale a quest'altra Io = e la traiettoria si riduce all'asse delle x. Ma l'equa* 
lione precedente è ancora soddisfatta, qualunque sia Ig, supponendo S^ = a; in 
questo caso la traiettoria si riduce manifestamente ad una conica di cui H, è un 
fuoco e sulla quale cade Kf Allora ì due integrali in a e 5 dell'equazione della 
traiettoria sono entrambi infiniti, perchè i due polinomi sotto i radicali hanno per 
radice doppia il limite inferiore a degli integrali ; ma si può dimostrare che l'in- 
determinazione dell'equazione 6 solo apparente. 

L'equazione (IH") in questo caso si può porre sotto la forma 



4 ' 5 ^ fc (s + o) + [1 



la quale, com'è noto, conduco al celebre teorema di Lambert. ■ 

Ritorniamo al caso in cui la traiettoria si riduce ad una ellisse avente per 
fuochi i centri attraenti. Le condizioni necessarie e sufficienti per questo caso ci 
danno 

p = -(Ao„' + |AO„) , * = -27' 

e per l'equazione delle forze vive dovrà essere 

Se designiamo con V, e V, i valori di V che corrispondono ai casi di H, = 
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e Mi = rispettivamente, aTremo 

e si trova cosi Teriflcato il teorema di Ossian llonnet. 

Nel caso in cui la traiettoria diviene una iperbole avente per fuochi i centri 
attraenti, le comlizìoni stabilite ci danno 

e per l'equazione delle forze vive 



dalla quale si può trarre una consegueni,a analoga alla precedente- 
Alte condizioni p = - (ko^* + vS.) e p = - (ft6,* + v3,) sono equivalenti queste 

altre Oo' = ^ So' = 0, ossia : I^ = e I» = s ■ 

Adunque se dalla' posizione (qq , S^) colla velocità V determinata dalla (L) op- 
pure dalia (H) si lancia il mobile tangenzialmente alla ellisse o, oppure alla iper- 
bole 5„ , la traiettoria sarà questa ellisse oppure questa iperbole. 

Un caso notevole si presenta quando si abbamlona il mobile senza velocità 
iniziale: allora affinchè la traiettoria sia l'ellisse Og , dovrà essere verillcata la 
condizione 'ìko^ + |i. = 0. 

L'equazione (VI,) ci dà per tg 1^ un valore apparentemente indeterminato ; però 
applicando le note regole analitiche avremo 



e siccome dallR (cf abbiamo 

pnragonando queste espressioni avremo 

\dl/it SA5, +7 li' - 2„* 
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Da qui concludiamo, come d'altronde doveva prevedersi, clic la condizione 
S^Tgf p. = significa che la direzione iniziale della fona, che sollecita il mobile, 
è la tangente della ellisse i^. Inlerpretazione analoga si deve dare alla conditione 
2ft5o + V = 0. 

Si ha cosi un teorema molto semplice per riconoscere i casi di molo oscill»- 
(orio lungo archi di coniche ; questo teorema si può enunciare come segue : 

Dati due centri i tjuati aifiscono colia legge del quadralo inverso dcUa di- 
stanza, entrambi per attrazione oppure l'uno per attrazione e l'altro per ripul- 
sione; se in presenza di essi si abbanduna un mobile m tal posizione, per cut 
la Tìgultanle delle lutom de' due centri, sia diretta a richiamine il mobile se- 
condo la tangente ad una delle coniche aventi per fitochi i centri altraenli ; ti 
mobile si metterà ad oscillare per Varco di questa contcti limitalo dalla conica 
omofocale. che passa pella posizione iniziale. 

La condizione della velocità iniziale nulla per l'equazione delle forze vive ci dà 



e l'altra relativa alla direzione della accelerazione iniziale, in Tirlìi del precedente 
valore di k, si trasforma nella seguente : 

o,* - 2 - »o So + So* = , (0) 

pel caso del moto ellittico, oppure nella seguente : 

*.* - 2 ^ "« s, + <-„* = , (Pj 

pel caso del moto iperbolico. ' 

La (0) considerata come l'equazione di una curva in coordinate io,',,, ci dà 
il luogo di quei punti, per ciascuno dei quali la risultante delle azioni dei due ceulrì 
è diretta secondo la tangente alla ellisse i^. Analogamente si dica della (P). 
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Caso in cui la traiettoria è una ellisse avente per fuoohi 
ì oentri attraenti 

$. Vili. 

Prendinino per posizione iniziale quella in cui il mobile attraversa l'asse dei 
centri. Questa postiione ilovrà manirostamente essere estoma al segmenta H, H, ; , 
noi inoltre la siipporrcnio dalla parte di M,. La velocità iniziale V sarà diretta per- 
pendicolHrmcntc all'asse X e se diciamo e e 6 rispettivamente le distante della po- 
sizione iniziale ilai ceniri H, e Hj , la (L) ci dà 

e ft+c"^ 6 6 + c" 
Avremo inoltre 

Essendo inizialmente 6' < , avremo pella (V) 



dalla quale pel caso nostro abbiamo 

"^ I^ U s'Cu* - «*) l«' - ^wC* + e) 5 + (6 + CJ»] 

ove w = - . Questa formola ci dà il tempo contato dall'istante del passaggio per la 

1* 
posizione (6 + c ,a). 

Si scorge da qui che il tempo è sempre dato da integrali ellittici, in generale 
di 2' e di 3' specie, a meno che non si supponga w = l, ossia M, = 0, nel qual 
caso cadiamo nel molo ellittico dei pianeti. 

Caso di M, = Mt. Nel caso di M, = M,=:m, ossia di v = 0, sarà w = e 
Tespressione (Q) di ( diviene 



1 jHà+j) r__ 

"i ^ li U \/(«'-i*)|(6 + c)» + a'l 
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ponendo 

a 
a = ocos9 e «--- -■ 

\'(6 + e)* + a* 

ed osservando che per s = a si deve avere tp = 0, si arra 






i"? cos* (p d 



/g cos*(pd<p _ E-(l-x*)F 



inoltre a = c~b, avremo finalmente 



' = 5 \/i;:(HÌli;r[(b + c)»F(x,?)-(6».OE(x,9)]. 



In generale per la (A) essendo 



~ = V- (fce* + (i8 + p) .. ^2(^+£) Vii _ 2(0(6 + c)3 + (6 + e)» , 



si scorge che nel nostro caso -— non si annullerà mai e perciò il moto sarà rivo- 

lutivo. Siccome per s = si ha ^ = ^, per la durata T di una rìvolnzionc completa 
sarà: 



1d generale si scorge che la velocità -r non ai annullerà per alcun valore 

reale di s se M, > e M, > , perchè allora sarà io* < 1 , ossia sarà negativo il 
discriminante del binomio a* - 2o)(6 + c)a + (6 + e)* ; se invece uno dei centri attrae ■ 
e l'altro respinge, sarà w*> I : vi potrà essere un valore reale di a compreso tra 
+ rt e -a, che annulla il trinomio predetto Nel 1" caso adunque il moto sarà 
rivolutivo, nel 2** caso invece può essere oscilhttorio sull'arco di ellisse liniituto 
dal ramo di iperbole, che corrisponde al valore di i sopra menzionato. 
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Caso di Mi = -M,. É notevole il caso di M, = - M, = m , essendo m > o ;' 
atloni ]i. = , \t — - iin, (ler eonscgnensa k = 0, p ^ e ricorrendo all'espressione 
che dà i', ne ricaveremo la seguente 

,-ir c")--' ! ,,. 

* ■'a \'2ms{a* - s') 
la quale ci dà il tempo contato a partire dall'istante del passaggio per la posizione 



sopra la mezza ellisse, limitata all'asse Y. La velocità iniziale deve essere 

* te 
Posto s — (icos*tì avremo per mezzo di nn calcolo molto semplice 

'=wj;,f(-«>-(4.«)-fV"'=i- 

1 .' .\/l -^sen'oJ 

Ponendo 

_ j"" sen*0c(6 

ed osservando che 

cos'O;^ (1 — sen'Oj* = 1 - ìseii*^ + sen'ft , 

Dalla nota Tormola 

sen-'OcosUS^O»- 3)U„_, -(«-21(1 i-x')U,., + (m - I)x»U„, (•) 
ove X designa il inodiito. ricordando che 



(■) Sfihlocniil.h. Thóorh dn inlé;ralcì ci dei fonr.lioM eUi^itiqiiet. Traduit par 
ain.lorge piiy. H. 
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pel nostro chso in cui x* ^ - e per m = 4 avremo 

U, = I sen« cosOiO - | F (\/J , o) + 4[f ( \/4- ■ E (\/| , o)] 

e quindi 

;■' cos'Odo ^„(JT .) 2 . ^ J, i ~ 

! __Yl-lgen»e 

Ci6 posto l'espressione del tempo si può scrivere 

e siccome per S = si ha = ,^ , ia durata T di una semioscillazione sarà 
.. 3(ò + c)'-o- (./T „\ 

formoU che coincide con <|uella trovata altrimenti da Legendre. 

Questo caKo di moto oscillatorio ò l'uiiiuo di cui faccia cenno il Lej^otitlrc ; 
però dal nostro teorema generale vediamo che vi sono inllniti casi di moti oscil- 
latorii lungo archi di ellisse , purché si supponga che f uno dei centri attnigga e 
l'altro respinga il mobile. 

Caso in cui la traiettoria è una iperbole avente per fìjoohi 
i centri attraenti 

$. IX. 

Anche qui prenderemo per posizione iniziale, quella in cui il mobile attraversa 
l'asse (lei centri e conteremo il tempo dall'istante del passaggio del mobile per 
questa posizione. Questa posizione deve necessariamente cadere tra i centri at- 
traenti M, e M, e la velocità iniziale V deve essere diretta perpendicolarmente al- 
l'asse X. Dalla equazione (M) abbiamo 

^ b*M, - c*M, 
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e dovrà essere 



2k=-^ , p=-lk(c-6)» + v(c-6)] = -~(c^6). 

Osserriamo che se ob ed H, > BIi > si ha fc < : dalla equazioDe delle forse 
vive si conclude che il mobile non si può scostare indefinitamente, perchè per va- 
lori sudlcientemente grandi dei raggi vettori k forza viva diverrebbe negativa. Ora 
da (H') si scorge che V può essere reale quantunque siasi supposta M, > Hi , per- 
chè e > b- Sì prevede cosi la esistenza dei moti oscillatorii lungo archi dì iperbole, 
posti dalla parte del centru attraente con minore intensità, ed è facile dimostrare 
che la condizione di realità di V è pure quella afllnchè il punto (og,So). che sod- 
disfa all'equazione (P), sia reale. 

L'espressione del tempo si ottiene dall'equazione che dà $', nella quale per 
fc e ^ siansi sostituiti i valori sopra dati ; avremo 



1 J ì{c-b ) r 
"4 ^ V /.V(;rn? 



- (e - ft)' 



')[-<.»+ 2w(c-6)a-(c -6)» 



Caso di M| --' M,. Esamineremo il caso molto ovvio di H, = Hj = m , essendo 
m > ; sarà pi = 2ffl e v = 0. 

Se si suppone b = c, allora h diviene indeterminato e per conseguenza sarà 
pure indeterminato V, come è manifesto dover essere. Se la velocità initiale è tale 
che k risulti negativo, il moto sarà oscillatorio lungo l'asse delle y. 

Nel caso di 6 e e comunque diversi, sarà /( = e ^ = 0; l'espressione di t 
diviene 



' i^-Vfn 



2mo(o» - a*) 
e per valore della velocità iniziale avremo 



'2 he • 2 6c 



(B) 



Questo caso non ha alcuna analogia con quello trattato nel $ precedente , poi- 
ché dovendo essere s > a , la i' non si annullerà mai, ossia il mobile si scosterà 
indefinitamente. 



dby Google 



X 83 )( 



' 'I-i,-' - a>) I •It'-a} il V.(.' - o") 

da eui 

Ponendo ' -rr-- l'espressione di { si riduce a contenere l'integrale ellittico 
*" yj 9 • f) moltiplicato per il fattore = [a* - Z{e- by], per cui supponendo 

a = (e - 6) VT , 

la parte trascendente sparisce e l'espressione di t diviene algebrica in t. Questa nuova 
condizione determina la posizione iniziale del mobile, ed osservando che a = &■{-« 
si potrà mettere sotto questa forma 

fc "J'X -l' 

La. velociti che deve avere il mobile in questa posizione si determina tosto 
colla formola (B). 

Non ci arresteremo ad esaminare altri casi particolari. 

Cenni sullo studio In generale della traiettoria 

5. X. 

In quanto precede si sono esaminati dei casi speciahssimi , ansi di eccezione; 
non riusciranno ora inopportune alcune considerazioni generali sulla tniietturia. An- 
zitutto dobbiamo avvertire che supporremo -sempre M, > ed H^ > , quantunque 
la massima parte delle co^e cbe diriiiDO valgono in ogni caso. 

Dall'equazione delle forze vive si ha 
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e siccome per valori sufflcienlemente grandi di r, e i-, la quantità (-j è del se- 
gno di k ; cosi si può affermare che se A < la traiettoria ò limitata. Adunque , 
se diciamo ti„ il valore iniziale delle velocità ed ì\' , iV le distanze ini?.iH,lt del mo- 
bile dei centri attraenti, la traiettoria sarà certamente limitata se 






M.\ 



In generale poi se k > D il mobile ^i scosterà indennìtamentc. 

Infatti se la traiettoria Tosse limitata ci dovrebbe essere un certo valore mas- 
simo (ti 0, il quale annulla a' e per conseguenza il trinomio 

fco* -f jio + ^ : 

ora siccome fc>0 e questo trinomio deve conservarsi positivo, la variabile o dovrà 
necessariamente essere maggiore di entrambe le radici di esso; perchè se esse 
sono reali la minima è certamente negativa. Se poi k — Q, la o deve sempre essere 

maggiore di - -, 

Una prima distinzione delle traiettorie si presenta rispetto alla costante del- 
l'equazione delle Torte vive, cioè secondochè k=0. 

11 valore della costante arbitraria ^ si determina colla (VI), la quale ci dà : 

p = - (tOfl* + [*.„) cos'Io - (fcSo* ¥ v5o) sen-Ig , 

essendo ^^ e 5^ le coordinate della posizione iniziale ed I^ il valore iniziale del- 
l'angolo I, che si deve ritenere come conosciuto, quando ò data la direzione delle 
velocità in {\ , 6„). 

Osservando l'equazione (VI^), si conclude immediatamente che, se il mobile passa 
parecchie volte per una stessa posizione, l'inclinaziouc della velocità sulla tangente 
alla ellisse , che passa per questa posizione , sarà la stessa , od in altri termini 
Igl riprcnlc lo slesso valore numerico. 

Se nfìlla posizione (jo , 5„) Tos-^e w = allora j,' e i„' sono entrambi luilli e 
iglò riosc(ì apparentemente imletermiiiato. Allora dalla (>') abbiamo Ìl valore di 
tgly , che si conviene per questo caso, ed osservau;!» che deve essere, in virtù del ■ 
l'equazione delle forze vive. 
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Gli articoli da inserirsi si inviino al Prof. GIUSEPPE BATTAGLINI, 
Università di Roma. Per quanto altro possa riguardare la pubblisa- 
zione dirigarsi al D.' GABRIELE TORELLI presso l'editore BENE- 
DETTO PELLERANO. Napoli. 

Opere vendibìM nella libreria Pellerano in Napoli. 

FUORTFS T. Elementi di Prospettiva lineare per gii artisti -Libro premiato 
dall'Accademia Pontaniana, I voi. in 8° con atlante di 12 tavole. Na- 
poli 1880 L. 5,00 

CATLEY A. Trattato elementare delle Funzioni ellittiche. Traduzione riveduta 

e accresciuta d'alcune appendici da F. Brioschi, I voi. in 8". 1880 a 15,00 

CULUANN C. Traité de Statique grapbique. Traduit sur la '2"" i^dilion alle- 
mande par G. Glusser, I. Jacquicr et A. Valat. Tome I" in 8' avec 
atlas. Paris 1880 . . . ■ . . . - . n 20,00 

BOUBÉE F. C. 1'. {Professore, nella R. Scuola di AjipUcazione degl'Inge- 
i/ncri MI Napoli e Direi loro ff. dell'Impresa Industriale di Cosiruzioni 
MeiiiUiclie). Trattato elementare tedrico pratico di Costruzioni melal- 
liclic. Parte I. Cenui di Metallurgia. Travi isolate. Solai. Ponti in una 
ed in pili campate. In 8" gr. con 314 figure intercalato nel testo ed 
una tavola litografata. 

Li seconda pari?, cbe completerà l'opera è in carso ài etniapa e taik pubblicata nell* Apri- 
la 1880. Coiiierrà : Tettola reltiUnee ed a centine curve. Ponti ad aroo. Ponti bow-strlng. 
Ponti eospeel. Ponti militari. Pile metalliche. Pile fondate all'aria comprasea. Applica- 
zioni numeriche. Presto di^ll'opera intera, clie consterà di iIuq parti, L. 18,00 pagabili alla 
rieeiione della parte prima. 

GROS DE PERRODlf-. Mécaniquc : :»pliquée. - Rósistance des Voùtes et Arcs 
mtHalliques employés dans la construction des ponts, I voi. in 8' con 
flif. nel testo e tavole. Paris 1879 . . . . » 8,S3 

ACCOMAZZI P. Nozioni elementari sulla Locomotiva proposte agli operai al- 
lievi-fuochisti, in 12". 1881 » 1,50 

CORNUT E. Étudc géométriqiie des principales distributtons cn iisage dans 

les macbìnes à vapcur fìxes. I voi. in 8° con atl. Paris 1880 . n 17,00 

BOITI A. Elementi di Fisica, libro di testo per i Licci- Volume primo ia 

12". 1880 » 2,50 

CAMINATI P. Teorica e pratica dei Logaritmi' di addizione e di sottraziono. ^^l ■,> 
di Zecchini Leonelli esposta con tavole calcolate a sette decimali, 1 voi. S 
ìd 6°. 1819 « 2,00 
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la (N) 6i può mettere sotto la fonna seguente 



"tSo^-ìv-", 



In generale quando o' = oppure a* = si ha T = oppure I = s , cioè il mo- 
bile lambisce la ellisse a oppure la ìper)>Dle s ; ma avviene ancora che u' = op- 
pure s' = quando il mobile attraversa l'asse dei centri in una posizione ad essi 

intermedia oppure estema ; allora I è diverso da oppure da = . 

In generale l'equazione della truettoria è trascendente cioè contiene gli inte- 
grali ellittici di 1* specie, però vi sono infiniti casi in cui si può ridurre a forma 
algebrica (fedi Legendre op. cit.). 

Passeremo ora ad esaminare separatamente i tre casi generali di k<fi, k>0 
e kz=0. 

I. Caso generale Jc<0 

6- XI. 



Pongasi 



M» + ii. + p = *(<. -<.,)(<'-''.). 



'.--si + V-^ + Ui . '«--2fc-V-Ì + 4Ìi- 

Siccome ^(0 — «))(a - «t) deve conserrami positivo, a, e Oj devono essere reali : 
poiché, se [ossero ìmmaginarii, (a -<i',)(a — Oj) si ridurrebbe alla somma di due 
quadrati e peroiò non potrebbe mai essere negativo. 

8i possono presentare i due casi seguenti 

9, > a > 9| >o e ii| > 3 >(» > o,. 

Nel 1' caso la traiettoria resta tutta inscritta tra le due ellissi Oi e «, , che 
il mobile va alternativamente a lambire, nel t" caso invece la traiettoria è tutta 
inscrìtta nella ellisse a,. 

Scordando l'espressione di P scritta nel $ precedente, si ha 

- I = (o-» + ^ «0) cos«I„ + (v + ^ ».) sen*I„ 

lOL. XTIU. 9 
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dalla quale apparisce che —rè algebricamente massimo (riteneado dati i(„S„ e k) 
per Io = T oppure per I,, = , secondochè °»* + 1 ^ minore oppure maggiore di 

Questa osserrazione ci permette di rispondere alla questione seguente : 

« Data la posiiione iniziale del mobile e la grandezza della velociti iniziale , 

■ in che modo si dovrà dirigere questa velociti, affinchè il mobile si spinga fino 

il alla ellisse più ampia possibile? n. 

È manifesto che si dovrà premiere Io = oppure Io = s secondochè 



'o' + » "o > oppure < 'o' + ^ 'o- 

Possiamo facilmente rispondere a quest'altra questione: 

a Kssendo la velocità iniziale diretta tanffenzialmente alla ellisse % ; quali sono 
« le condizioni affinchè la traiettoria sia, o tutta esterna o tutta interna alla el- 
n lisse a, , oppure coincida con questa ellisse? i. 

È manifesto che il mobile si spingerà al di fuori della ellisse 'a ^^ ~ oT > "o t 
ossia se v, è la radice minima del trinomio ìf* + jit + ^ ; invece penetrerà nell' in- 
terno della ellisse se —ai < "•■ Nel 1° caso il mobile sì scosterà fino a lambire 

l'ellisse ''i = -E-''o; nel 2' caso invece sarà ''i = -r-3„, a cui corrisponderà 

una ellisse interna se <i,>a. Infine se - j= =". il mobile resterà sulla ellisse a.: 

ritroviamo qui le condieìoDi stabilite al $ TIII. 
n trinomio 

k8» + va + p = fc (3 - 8,) (8 - 8,) 
deve conservarsi negativo, perciò dovrà essere 

8>8, >8, oppure »<»x<i,. 

In generale le radici 8, e 8, non hanno significato geometrico o perchè non 
reali o perchè non comprese tra + o e - o. 

Può avvenire però che ciascuna di queste radici od almeno una di esse sia 
reale e compresa tra + a e - o. Allora se «o > 8 , oppure So < 'i . *d inoltre se 
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i' è del segno di fi, - s„ oppure del segno di ^t - s» ; il mobile andrà a lambire 
il ramo di iperbole s, oppure s, , senza però oltrepassarlo. Si può facilmente ve- 
dere che questo caso può avvenire solo quando 3,>a>a>ai: infatti siccome )j.>v 
sarà sempre a, > i, (•). 

II. Caso generale lii>0 

%. XII. 

In questo caso, come precedentemente bì è dimostrato, la traiettoria si estende 
all' infinito. Riguardo at trinomio fta* + ^s + ^ osserveremo che può avere una sola 
radice positiva e maggiore di a : a questa radice corrisponderà una ellisse tan- 
gente aHa traiettoria. 

Esaminando il trinomio &s' + vS-|-^> con considerasioni analoghe a quelle im- 
piegate nel % precedente, si conclude cbe le sue radici sono sempre reali e che i 
deve rimanere compreso tra esse. 

Secondo poi la natura dì queste radici : o vi saranno due rami d' iperbole tra 
1 quali la traiettoria è tutta inscritta ; oppure vi sarà un sol ramo di iperbole, che 
tocca la traiettoria e rispetto al quale questa è tratta da una stessa parte ; ovvero 
ancora la traiettoria non sarà limitata da alcun ramo di iperbole- Quando accade 

cbe 3| > a , siccome ', > 3, > yl M , indicando con (^j il valore assolutodi^, 

la traiettoria non potrà essere Hmitata da alcun ramo di iperbole ; poiché l'altra 
radice Sf è negativa o maggiore in valor assoluto della a,. 

Qui si potrebbero esaminare delle questioni analoghe a quelle trattate nel caso 
di h < ; ma ce ne dispensiamo, perchò la trattazione è affatto simile. 

MI. Caso generale A: = 

%. XIII. 

Questo caso è molto meno esteso e più facile dei due precedenti. 
Abbiamo 

p = - lioj cos* Io — V «a sen*Io , 



(*) Lft differensa dalle radio! quadrate di due quantità & minore (in valor aisoluto) 
della radice della loro diCTeranEa ed a parità di questa è tanto pia piccola quanto più 
grandi sono le quantità stesse. Nel nostro caso sarà adunque : 
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dalla quale si rileTa che 

Siccome deve essere 

jw + p>0 e v8 + p<0, 



Riguardo alle limitazioni della traiettoria , possono presentarsi ì tre casi se- 
guenti : 

i" --> a, allora esisterà una ellisse tangente alla traiettoria, neir interno 

della qnale il mobile non può penetrare ; 
8 6 

2' -~ <a e ~-<a, allora esisterà un ramo di iperbole tangente alla tra- 
iettoria, rispetto al quale questa è tutta da una stessa parte, (si osservi cbe 

- o < 3 < - n ; 
v/ ' 

3° — -<ae — ->a, allora il mobile taglierà satto angolo diTerso da zero 

tutte le ellissi ed iperboli omofocali- 

Ponendo ■^ = ~\^ e V = -^, l'equazione della traiettoria diTerrà 

f a» r dJ^ _ 



mente, i due integrali si dovranno prendere con segno posìtiro. 
Per ridurre l'integrale in i alla forma canonica, pongasi 

^^ p + gy 

I+y ' 

prendendo p = Y-^ e q' = i: + ^t ov6 A = v'^» - a* (?edi Schloemilch op. cit. 
pag. 8). Con questa sostituzione avremo 
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Si vede facilmente che y dev'essere maggiore di t , percui potremo porre 

y= - — ed airemo cosi 
senr 

I - ^- f^y" T'. 

'V|.(<.>-a')(.-,) «My + X) 

Id modo alfotto analogo ponendo 

s = P' + ^^ 
1 +z 

e prendendo 

p' = -f~'k' , q' — f' + W, oTe X' = Vy» - o* , 
aiTemo 

Si puft vedere facilmente che z* < , ,\, e perciò potremo porre 

s = x'Ben4, essendo x'= \ ." t, ì 
avremo cosi 

L'equazione della traiettoria in termini dì <p e i|t sarà 
dinotando con ^'' una costante. 
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II pMBSaggio dalle variabili o e 8 alte f e ^ oppure il passaggio inverso si fa 
colle relazioni seguenti : 

_ (f-X)senT + T: + )i , _ y' - V + (f + X') x' sen ^ 

~ i+sea? ' ~ l + x'sen"!* 

8enT = -= r , Benw = -; -; — ^r^ — j. 

EBamìnereino ora un caso un po' meno generale. Suppongasi il mobile lanciato 
dalla lìnea dei centri, da una posizione ad essi esterna dalla parte di M, , e con 
velocità perpendicolare alla retta stessa. 

Sarà allora 1^ = , i3^ = b + e , S„ = a = c-b. essendo e e 6 le distanze della 
poKÌzione iniziale rispettivainente da M, e Hi : perciò avremo 

__ •/e — vT 

p = - IK*» + . •f = b + c . X = \'(-f + a)(T - a) = 2 V6c . x = a. — 

Ponendo 

^ I K6 + c)-v(c-6) ^ „ _ 1 n(6 + c)+v(c-ft) 



■j' = ni + n , X' = 2 ì/mn 
£ Escile vedere che pella posizione iniziale si ha 

perciò l'equazione della traiettoria diverrà 



Vv(ì/m+ VnJ VjTCVfi + -Jc} 
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ed ancora, in virtù del teorema dell'addizione 



„, COSiIiAil' . C0S«&7 

1 - X 'sen*!]* I - X* sen*<fi 

Si deve osservare che o varia da 6 + e ad » , S varia da + a a - a ; mentre 
T varia da - a - ~ e <{' varia da = a -^-, le amplitudini V e 4> invece variano 
da a K. 

Colle stesse trasformazioni sì può dare l'espressione del tempo colle Torme ca- 
noniche degli integrali ellittici : ometteremo questo calcolo, perchè alquanto com- 
plicato. 

Nel caso del moto parabolico ordinario dovremo Tare Mi=0 ; perciò sari \L=<t 
m = b , n = c , x = x', e l'equazione della traiettoria si ridurrà semplicemente a 

y = ^. 
Eguagliando i talorì di senr e di scn<{i avremo 



a-T + X 't-X Tf + X-S 



ed essendo 

t + X^i^Tc + ^f , •r-X = {ì/7- V6)* 
dopo alcune facili riduzioni avremo 

(o + o) (5 + a) = 4/ic , 
equiiziono che abbiamo già trovala nella nota posta iiilino del § V. 
Torino, LugUo 1819. 
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SULLA INTEGRAZIONE DELLE EQUAZIONI ALGRBRICO-DIFFEBENZIALI 
DI 1° ORDINE E DI 1° GRADO MEDIANTE FUNZIONI ALGEBRICHE 



Dott. PAOLO CAZZANIQA 



1. 

CoDsideriaiDo l'equasione 

a(!By)diE + ^ixy)dy = (i, (I) 

dove a(x y) ^x y) signìBcano funiioni rationali intere dì x od j/ di grado qualun- 
que n. Se In (1) ammette uds primitiva particolare algebrica di grado r e della 
torma 

x'+Piaf~*y+pjxf-*y*+...+Prìf+q,sif~*+<ìjxf~*y+...+UiX+Uty+v=0=^,, (2) 
8i dovrà avere : 



Uà questa equaiione non sarà necessariamente soddisfatta in modo identico ; 
Ita che abbia luogo in virtù delia (2). Si dovrà duuque avere identicamente : 



'dx 



(3) 



dove fB_i dinota una funiione algebrica raiionale intera in a; ed y di grado n-1. 
Il primo membro della (3) ò una funzione del grado n + r — ì, eppcrò le re- 
lazioni di identità che dovranno da essa scaturire eguagliaodo fra loro i coelHcienti 

dei termini simili dei due membri saranno -^ '■— -^ : esse saranno le 
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equaxiooi che esprìmono che ^^ = i solaiione della equazione proposta- Oltre a 



e quelli della ?,_, , -^-5 — , cosi ne consegue che il numero delle condizioai di 
integrabiliti della (I) in forma della (2) sarà dato da: 

(„H.rKntr-H) _j (r+l)Y2)-i ^ngMj)j ^^^^ ^ ^^_,j_ 

Abbiamo dunque : 

Per ctoseuna primitiva parlùolare della (1) e della forma (3) devono aver 
luogo r{Q-l) condùionj fra i coeffieienti cAe entrano net polinomi a(x yj , ^(x y). 



a^ + a,x*''y + fl,af "*]/» + + a^v" 

hjif + 6,a!^>y + 6,a^-»y* + 4- 6,s" 

c^af'' + c,cc"~^ + c^""'^* + + c»_,j/*"* 

i gri'ppi .!oi termini di grado più elevato in a ^ f rispettivamente. Se per brenta 
•i„iic)it:iiijj con A, Al . . . A,^ i primi membri delle relazioni di identità sopradette 
I ^]Ti.-<^ 'indenti al gruppo omogeneo di massima dimeosioQe in a; ed 1/ della (3) , 

L- ■: .1 Uà 

X- [p^aT' + 2p,af-»y + Sp^" V + -1 - P.trx'-* + (r-Dp^aT»?/ + ...] = 
r-;3;'+p,af-'g+p,x'"V+-+Pry'"+ ■••l[v""'+e,a!""»j/+c,a5"-V+-.+Ci^i1/""'+--]i 

".Le sono formati linearmente colie sole quantità PiPt"-Pr> avremo per determi- 
nare tutti i possibili valori di p, p, ■■.CoC, ... le n + r equazioni seguenti : 

A| =c, 

A, ■ = e, p, + e, 

A, =^p, + «.p, + c, 

A* =e,ps + c,p, + c,p, + c, 

*»4*-4 = "«-» Pr + "«-i Pr-l 

K*r = C,_,p,. 
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Ciò che a noi importa sopra tutto è di determinare i Talori di p^p, ... p, , e 
per ora quelli di p,. k tal uopo se di queste equasionì ne prendiamo n + I . per 
esempio le prime, e le cooBÌderiamo come sinteraa di n + 1 equationi lineari ra 
le n incognite r^ c^ ... c^^, , otterremo da prima la seguente : 



A, 1 

A, p, 1 

Ai Pi P. 

A, p, p, 

K*t p, 



che è del grado n + 1 al più rispetto alle quaniità p, p, ... p^, e clie .^liiv 

remo con 1, = 0. Se indi ripetiamo la stessa operaeione prendendo ci< "'sal- 

vamente altre n + 1 equazioni in modo però che il sistema nuovo diffe ' 'ina 

equatione dai già presi, otterremo facilmente altri r-~ì determinanti i -i- 

gniflcberemo con A, = A, = ... A, = , i quali saranno pure del gr. ' ,1 

più rispetto alle medesime quantità p, p, ... p,. 

Da ciò segue che la risultante dalla elimìnaiione di Pt P| . . . p, < ' r 

equazioni sari al più del grado {n + l/ rispetto a p,. Ahbiamo quindi 

Se Ut (I) animelle pKmttitie particolari aJ^rebricAe di grado r ctc 
ma (3), ve ne possono essere in generale (n+ 1)'. 

In particolare poi : 

Esistono al più n + i (Unzioni lineari soluiioni della (1) ; e il numero totale 
delle condizioni che devono reriflcarsi (ra i coefficienti che si trovano nei polinomi 
Oi{x y) 9(x y) per la integrazione della proposta sotto questa special forma, è 
(u-l)(?t+l) Ossian»-!. 



Prima di entrare in alcune particolarità relative a quest'ultima proposizione, 
è necessario osservare che Ira il numero di certe soluzioni di diflbrente grado, ed 
il numero dei coeRlcienti disponibili nelle funzioni tnixy) ^{sBy) della diiferenziale 
data, vi dovranno essere necessariamente delle limitazioni. Cosi per esempio per il 
oaso l'iie a(ir y) ^{x y) siano di secondo grado, in cui i coefficienti disponibili sono 
in tutto undici, non vi potranno essere fra le soluzioni particolari della proposta, 
funzioni di grado superiore all'undecimo: undici essendo appunto in tal caso le con- 
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diiioni necflSBarìe per 1' esistenza di una- sola priouitiTa ^,, di grado uDdecimo. 
a^x y) ^{x y) sono del grado n, è chiaro ctie il numero dei coelUcienti disponibili, e 
quindi anche delle condizioni a cui essi ponno essere assoggettati è: (n+1) (n+2}-l; 
ne consegue allora che se siano p, le soluiioni della specie ^, cioè di primo gra- 
do, p, il niHHTO dì quelle della specie ^^ > dorrà arersi evidentemente: 

f. , 'r 2p,(n - 1) + 3p,(n ~ 1 ) + ... + rp,(n - 1) < (n + I )(n + 2) - 1 , 



n - 1 ) (p, + 2pj + 3p, + .. . + rp,\< (n + 1 (n + 2) - 1 . 

{.' .- ■ empio sovracitato di n=2 se fra le soluzioni particolari della prò- 
[ir :n , : - tutte e tre le rette: 

x + v,y + P,' = 8=1,2,3, 

allora > ino essere al più quattro coniche; non più di due coniche ed una 

eubii' 1 ; oppure una conica e due cubiche; una conica ed una quartìca; ecc. 

' a Umitazione poc'anzi accennata; ma ci aCTrettiamo a soggiungere che 

3f- ■ iuUa supposizione che i coefflcienti della equazione differeniiale data 

'.iriji" pendenti tra loro; il che qui importa di ammettere. 

D avvenga , la suddetta limitazione non ha alcun senso e può darsi 

]<! ■ per una data equazione difTerenziale il numero (n+1}(n+2)— 1 rid- 

'^cu in numero (n-1) (p, +2p, -i- 3ps+ ■■■ +rpr): la celebre equazione di Ja- 

c''\' • caso. 



)ci ora della integrazione deUa: 

a[xy)dx-\-%{xy) dy^O (I) 

per meznu i.. funnioni lineari; cioè proponiamoci di trovare le condizioni che devono 
aver luogo fra i coefScienti che entrano nei polinomi <t p di grado n , affinchè la 
primitiva della proposta si presenti sotto la forma : 

*.,"■'*.."■♦,."* •••♦..""♦.-""='', (1) 

essendo a. la costante arbitraria, 

^„=a!+p,y + p', ,4'M=a5 + p,ì/f p',,.--,^w+.i=a! + p^,ì/ + p',^., , 
e p, Pi ... . p'i p'i . . . p',+i m, m» . . . iBh., quantità da delerminarsi. 



dby Google 



)( 16 )( 
A tal uopo partiremo dalla differeiuisle: 

e dalle relazioui cbe nasceranno scriTendo che i coelOcientì dei termini simifi in 
questa e nella data sono proporsionali, ricaveremo da prima le incognite 

P. Pt ••• Pfl4i » n»i "H - n»«M ) P't P'i - PVt ■; 

indi colle rimanenti relazioni esprimeremo le richieste condizioni di integrabilità. 
A riguardo di che giova osservare che si puà sempre disporre di uno degli espo- 
nenti m,m, ... m„^, in modo che il fattore di ppoponionalità sia l'unità; che i coef- 
ficienti che sì trovano in a ^ sono per supposto indipendenti fra loro; e che inol- 
tre il numero delle incognite da determinarsi non supera mai, finché sia n>0, quello 
delle relazioni stesse. 



Inconitnciflmo dal caso pììt semplice di n = 1 : per esso n* - 1 è nullo , cioè 
non Ti sono condisioni di integrabilità- 
Sia dunque : 

(a^ + o,y + Oj) dos + (b^ + b,y + fc») di/ = <► 

la diCTerenKÌale proposta: e si vogliano ricavare i valori delle incognite p, p, p,' Pi' 
m, m, da porre nella primitiva : 

(a: + p, 3/ + p',)'"'(a: + P, y + p'O"** = "• 

Identificando i coeOlcienti ài dos e dy della proposta con quelli della : 

»»i(aì+p, y+p't) d(x+p, y^p\) + mt(x+p, y-ì^)',) d(i»+p, v+P'i) = * 

ai avranno le sei seguenti relationi: 

1) ■ o, =m, + in, 2) ^„ = ni,p, + wtjp, 

3^ o, = m,p, + m,p, 4) h, = mjp^p, + m,PtP, 

5) o, = mtp', + m,p', 6) 6, = m,p,p'i + m,p,p', , 
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dorè si osserva che le tre 2) 4) 6) si ottengono dalle 1} 3) 5) ponendovi m,p, , m^pt 
in luogo di m, m, rispettivamente. 
Dille prime quattro si ottengono: 



Pi-t-Pi = - 



_*.. 



e perciò p, ,p, sono le diie radici della equazione: 

fl„p» - (o, + 5,)p + fc, = 0. 
Inoltre dalle 1) 3) si ha facilmente : 
1 a*l 



e dalle S) 6) affatto analogamente : 





1 


«. 




Vi 


». 


m. 


1 


1 




Pi 


Pi 



IO, Il 

I ft» p» I 



Sia ora la equazione: 

Por questo easo le condizioni di integrabilità sono tre ; e le relmioiii scaturienti 
dallldentiflcare i cooIBcienti di da; e dy dalle ore scritte con quelli della dilTeren- 
siale della : 

(36 + ptv + p',)"'' (x + piv + |>'0"''{X + p,y + j>',f> = a 
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a, = ffl, + 1»! + nij 
2o, = m, (p,+p,)+m,(p,+pO+m,(p,+i),) 

o, = m, pjP,+mip,Ps+m,p,pj 
2a.=m,(p',+p',)+m,(p',+p',)+in,(p',+p'») 



bo = ™iPi+witPi+n»,p, 
2b, = m,Pt(pi+Pj)+ecc. 
6, = m,p,p j),+ccc. 
26j=m,p,(p',+p's)+ecc. 



20t=in,(ptf',+prf)\)+m,{p,p',-f-p,p',)+mj(p,p',H-p,p',) 2b»=m,p,(p,p',-l-pjp',)+ ecc. 

a,=m,p',p',+m.p',p',+map',p', ò,=m,p,p',p'j+ecc. , 

dove è da osservare che quelle aventi a primi membri le qusntit& b, 26, ... 6, , 
■i deducono dalle altre scambiandovi tn, ffl,ni, in m,p, , mjpt .nttp,: tralasciamo 
perciò di trascriverle per disteso. Da quelle i cui primi membri sono i coefllcienti 
dei termini dì grado più elevato in ce i/ si ricavano Cacilmente: 



2(i.+6» 



_ fli+'^bi 



Pi+Pi+Pj = l P.Pt+PiP)+PiP» = ^^' P'PtPi = 

e sono per coaseguenza p, p, p, le tre radici della : 

floP' - (2ai + 6o) p' + (0» + 2ft,)P - 6| = 0. 
Oltre a ciò ponendo 

' ' • I 

4= Pi + P. Pi+P» Pi + Pi 1. 
PtPj PiP» PtP» ! 

dalle prime quattro qui scritte si ottengono 






_ 4'*' 
^"4"' 



intendendo con 4<*) 4'*) 4(*> ciò che diviene 4 quando agli clementi della prima, se- 
conda, tersa colonna si siano surrogati rispettivainente i tre termini %ia,at. 

Per avere poi le espressioni della quantità p', p\ p'j ordiniamo rispetto ad esse 
i secondi membri delle relazioni che hanno per primo membro So, Sa* , 26, 26^ ctoò 
i coefficienti dei termini di grado immediatamente inferiore al massimo nella equa- 
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■ione dilTerfflisialfl; d» esse ricaTeremo facilmeate: 

2a, =p'i(»nt+n>i)+p'»("»i+'ns)+p'j(ni,+m,) 

2{a*+60 = P'i(«.+n»i)(Pi+P.)+P't(n*i+»n»KPi+P»)+P'»(n>i+'n.)(Pi+Pi) 

26, = p',(nh+m,)p»p.+p'i(m,+m()p,p,+p',(m,+m,)p,p, , 

le quali risolte rispetto ai simboli p'tCnH+m,) , p',(tn(+tn,) , p',(ni,-|-mt) presi come 
iucogDite somministrano : 



P.= 



(nm-m,)4 



(ift, + m,) i 



(m, +m,)4 



intendendo con d(,) &(,] d(3] ciò che diviene il determinante A di poc'anzi, ove agli 
elementi della prima, seconda o terza colonna si sostituiscono rispettivamente i se- 
gucntì: 2o, . 2(o. + 6j) , 26.. 

Potendo ora noi considerare le quantità p, p, pj'p', p', p', m, nt^ m, come affatto 
detcrminate, sarà facile esprimere le tre condizioni di integrabilità relative a questo 
caso particolare. Perciò teniamo presenti le relazioni 2fflj,26j,2a^,?6„aj,bj, e con- 
sideriamole successivamente 4 a 4 come tanti sistemi di 4 equazioni lineari rispetto 
alle tre quantità m, % m, ^rese come incognite : otterremo i tre determinanti qui 
rappresentati : 



Vi (P'j + P'i) 

(PiP's + PiP'») 

Pi (P»P'i + ViP'ù 

P'iP's 

Pi P'»P'« 



Pi+P» 

P» (P'i + P'a) 

(PiP'i + PjP'i) 

Pi (P.P'. + P.P'.) 

P'iP's 

PiP'.P'. 



P'i + V't 

P.(P't + p'i) 

PiP'i + PtP'i 

P.(PiP'i+PiP'i) 

P'.P't 

P. P'iP'i 



Questo caso di »=2 fu trattato ancbe dal Sig. A. Winckler e stampato nel 
Sitzungsbericht del 9 Giugno 1871 deU'jlccodetnia deUe scienze di Vienna: i ri- 
sultati da esso ottenuti benché alquanto diversi nelle forme coincidono perfettamente 
con quelli del presente paragrafo. 

1. 

Consideriamo ancora il caso di n = 3 : per esso la condizioni sono otto. 

Sia perciò l'equazione differenziale : 
(aoa;'+3a,a:*i/+3o,xj/*+a,y«+3a4ac*+3a,aT/+3o,j/»+3fl,a:+3a4/+o,)d3C + 
(6^»+36,a3*i/+36,xi/H6si/*+36,a;H36,ajy+36,j/*f36]!C+-36,a+6,) dy = (i. 
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e si vogliano trovare le condisioni atRnehè questa equazione ammetta una primitiTa 
della forma : 

e determinare altresì le incognite Pf-PiP',.- .p'* "*(... m«. 

Per breviUi Indicheremo con S t, t, . . . (^ quella espressione che scaturisce dalle 

somme dei prodotti delle lettere (, r, . . . ^ prese ad r ad r col distribuire sopra ciascun 
termine di essa e spici in tutti i modi possibili. Cosi : 

£i'il>iP. = PiPi+P,P» + PiPi. e 

2 PiPiP» = p»p'i + p',p, + ptP'i + p'ipj f p»p', + p'iPi- 

Ciò posto le relaiioni di identità corrispondenti a questo esso sono le 20 se- 
guenti : 

0» = m, + m, + nij + m. 

Za, = m^ 2 p,p,p, + m, £ p,pj). + f», £ p.p.p, -i- m« L p,p,pj 



iot = m, £ PiPiPt + tn, 
ai = miZ PtPJPi + ™i 

I 

30* = ni, £ pj)j)4 + m, 

3a, = m, £ p,p^4 + m» 
3o, = m,£p,p^j + m, 
3o, = m, £ p,p|P« + m, 
3o, = ni, £ p,p^4 + m. 



? PiP»P* + nij i: PiPiP* + "4 
PéPsPì + m» £ PiPiP* + m* '■ 

PiPjP4 + n>j£piPjP» + n>*: 

I 
PiPiP» + tn, £ p,PjP4 + m» 

PiPiP. + m. S p,p,p4 + m, 

PiP.P» + maÌpiP»P4 + m4 

PiP.Pi + m|£p.PiP* + m.; 



£ p,PtP, 
PtPiPi 



3a, = m, £ p,p,p4 + m, £ p,pjpt + m,i p.pjpj + tn* 
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le altre dieci relauoni, quelle cioè aventi a primi membri f>o , 3&| , 36t , . ■ . b, si ot- 
tengono anche qui dalle ^k scritte scambiandovi m, , ni| . tn, , m^ in p,m, , p,Tni , 
PaW3>P**>>i rispettivamente. 

Dalle relazioni a^ , 3a, , Sdì , a, , 3b^, 3b, , 3b, , b, corrispondenti ai coefllcienti 
del gruppo omogeneo di grado più elevato in x ed v si hanno : 



?PiPtP»P* = 



ÌQ, + bp 



SpiPiPjp»^ 



_ g, + Zbt 



?P)PtPiP.= 



?PiP»PjP* = 



3a, + 36, 



e perà Pi , Pi , Pj , p* sono le quattro radici della equazione : 

«oP* - (3fl, + 60) P* + (3a» + 3ft,) P* - (o, + 36,)p + 6, = 0. 
Dalle prime quattro si ha, posto: 

1111 

SpiPrf", 2p,p,p, SpiPiP. Sp.PiPj 

2p.PbP» SP.PbP* Sp.PiP, £p,p,p, 
SpiPjP. 2p,p,p, 2p,p»Pt 2p,|i,P, 



m, = -j- mt = 



41») 



4(s) 



dove con A'*' A<*) &^** &<*) si intende ciò che diventa A surrogandovi la prima, seconda, 
terza, quarta colonna con quella formata dai termini Og , 3a, , Soi , a,. 

Per ottenere le espressioni delle quantità p'i , p't , p\ , p\ ordiniamo rispetto ad 
esse i secondi membri delle quattro relazioni i cui pilmi membri sono i coefficienti 
dei termini di grado immediatamente inferiore al massimo; avremo da esse facil- 
mente le seguenti: 

Sa, =p', Sni,m,m4 +p', 2m,m,m4 +p'g Im,m|m4 +p'4 2i»,m,m, 
3{a.+ft»)=p'. 2 » ■ 2prf),P*+p', 2 B ^,p,p.+p', S » Zp,PJi*+p'* S t Sp,prf), 

3(0,+&,)=p', 2 B • 2 » +p'| S » I » +p'j S » 2 n +p'» £ b E n 

36, =p', 2 » ■ 2 B +p', £ « £ » +p', 2 B £ » -t-p', £ » £ n , 
VCL. xvin. It 
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e quindi 



\" p' _ >" «)' _ <■" 



&S7n,m,wi, 



intendendo con !(,) , A(t) , A(,) , A^^j cift che diviene i EurrogandOTi la prima, se- 
conda, terza, quarta colonna con quella dei termini : 

30» , 3(0, + 6() , 3(«, + 65) , 36,. 

AfTatto analogamente al precedente caso di n = 2 , le otto condizioni relati?e i 



presente si potranno esprimere eguagliando a zei 
tengono colla permutazione delle linee della mati 



Sp,l)jp4 



30, 


i 


36, 


và 


3(1, 


i 


3», 


p,i 


3o. 


i 


36. 


-ì 


Sa, 


l 


36, 


v,\ 


3". 


i 


36, 


À 


". 


i 

t 


6. 


ni 



EPIPIP, 



£ » Pi £ B 



gli otto determinaDtì che si ot- 
!ce seguente: 



SPiPiP. 



= 

= 
= 
= 
= 

= 0. 
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Ciò riesce evidente se si coDsideraao le relazioni Sn* , 36. , ... , a, , (», cinque a 
cinque come tanti sistemi di equazioni lineari a quattro incognite m, , ni,,m,, ni,. 

Va poi notato che questi risultati coni[)rendono come caso particolare quelli del 
paragrafo precedente per n = 2; basta porvi p, = p', = m, = eoe. 



É superQuo l'esporre anche il caso di n = 4 : la simmetrìa dei risultati fin qui 
ottenuti ci permette senza esitazione di generalizzarli colla seguente proposizione. 
Una equazione differenziale: 

a{xy)dx + p(acy)dj/ = (1) 

in cìU: 

^x y)=btX' +nb,af~*y + nb,a^~*y*-i- ... + b^ + nb'^*-^ ^nb\x*-h/+...+... + b<'\, 
ammetterà una primitiva algebrica della forma: 



^1, '*« *'t'i5 '■■■'I'.. ""l'i» 



(*) 



quando siano soddàfalte te n*-l condizioni racchiuse netta seguente motrice: 

na'a Ep,p, . . . p,^, ip.Pa . . . p„+, ^ p.Pi . . . p, 

n6'o P, s'piP. ■ ■ P»*i PtSpiPi ■ ■ . P»*i P»+i 2 PiP, . . . p, 

no', £p,P»...p»+, ^PiPj--P**.i ìp,p,...p, 

n6', pA,p,...p^, PtSp,p, ...p^, P»*.ÌpiP,- -P, 



aW» Lp,p,...p^, ^P.P.-P»+i 2piPvP» 

ftW, p,|p.P,...p*4^ p,W,...p^, p^,!p,p,...p. 
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formata di n(n + J) linee e d( n + 2 colonne, e nello quale le espressioni come 
£ t, tt . . . t^ hanno il lignificalo glabUilo nel precedente paragrafo. 
E le incognite p, p» • ■ ■ Pn^, sono le n + 1 radici dello equazione : 



''oP"'^'-(n%+&o)P*+('"'» + >ifti)P"''- ± (0|,M + n*»»-!) P T 6,4 

inoltre, poslo: 



(6) 



1 

l!piPi- • -Pm+i 

z » 

1 



SP,PJ-P,4.| 



1 



• £ PtP« ■ 






a'*^" 

A 



A-ltnitn)>..n)»4 



A'£tn|fn,,..TnH4.| 



' 4-i;m,m,...m, 



intendendo come sempre, con &<"> dò che diviene A surrogandovi olla colonna 
q"" quella formata eoi {ermini a^ , na, , na^ , . . . , a. che soito t coefficienti delle 
potenze piii alle in x , y di a(x y) ; e similmente con &(,) ciò c/ie si ricava da A 
sostituendo ai termini d^a stessa colonna i seguenti : 

na'o '. , n(.a\ + b\) , n(o', + b\) , n(a',_, + 6',.,) , n6',_, , 

che sono formoli coi coe/^denti delle potente di grado n-l in x,y di a(x y) , ^(x y). 
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Benché non si siano ellbttuate nelle n* - 1 condizioni di integrabìliti ora scritte 
le sostitmioni delle quantità pup^ , ... , p'i.p't , ... per mezzo delle loro riapettive 
espressioni coi coeRlcienti a„a,, ..., b„b, , ... delle (1), tuttavia la forma sotto cui 
vennero poste ci pone in grado di stabilire la seguente importante proposisione 
relativa alle equazioni omogenee: 

Ona equazione diffbrenziaUi 

o(iy)dx + p(xy)dy = 0. (ly 

dove a{xy) ^(xy) sono (Unzioni razionali omogenee e di grado comune d in x ed 
y, ammeUe een^a condtzfonj di intefrroUliid una primitiva algebrica detta formai 

(X + p.y)"*' (X + p.yr» (X + p.y)"'» (x + p.^.y)'"'^» = O. ; {*)' 

poicbè in tal caso sì gli n* ~ I determinanti (5), ed i determinanti numeratori delle 
espressioni di p'i ip'n > • ■ iPVi banno tutti una colonna di elementi nulli. Una 
equazione omogenea dunque ammette in generale come soluzioni particolari n + 1 
rette passanti per l'origine delle coordinate. 

10. 

Bla col metodo fln qui tenuto per integrare le equazioni di primo ordine e di 
primo grado per mezzo di funzioni lineari, le supposizioni implicitamente fatte escla* 
dono il caso in cui il coeiSciente Og del polinomio a(x y) sia nullo (cioè una radico 
della (6) infinita e però alcuni degli esponenti m, m^ . . . indeterminati); e ancora 
il caso che due o più delle n f 1 radici della (6) riescano eguidi tra loro (epperò 
alcuni degli esponenti stessi in, tn^ . . . infiniti). 

Volendo dunque dare una forma più significativa alla primitiva anche per questi 
casi di eccezione, e per ora limitandoci a considerare quello particolarissimo della 
omogeneità dei polinomii a ^, integreremo la equazione (1)' in modo più generale, 
col noto metodo della separazione delle variabili, mediante sostituzione. 

Sia dunque la equazione omogenea: 

a(x y)<lx + P(a3 y) dy = 0. 
Si sa che, ponendo x = i/t> essa prende la forma: 
«(pdf 



y ^m + U>(l) 



= », 
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e che eguagliando a costanti arbitrarie l'integrale del primo membro si ottiene la 
primitiva completa. 

Grazie alla sostituzione or btta, i polinomi! a ^ prendono la forma: 

, a(I) = «oi" + na, (""' + n«, (""• + ...+ a. 

P(0 = 6,(" + n6,i»-' + n&tl""* + . . . + 6, , 

e allora l'integrale completo della proposta diTiene : 

I ffnl" + no,f"~' +n(ì^l"'*4- ... + «, di -a 



* " J floP"*' - {na, -(■ 'jo) p + (not + nfe,) p"" 



dove si è fatto ( = - p. 

É chiaro che la quadratura qui indicata, e quindi l'integrazione della equazione 
proposta, dipende dalla risoluzione della equazione: 

a»?"** - {no, + bo) P" + (na» + nb,) p""' r ■ • • ± (o« + n6»-i) P T b, = , 

che non è altro che la (d) ; 6 che per conseguenza, dette p, Pi • . ■ Pm-m le 1* + 1 
radici di essa, e per adesso supponendole tutte Unite e distinte, l'integrale riesce 
la somma di » + 1 altri, di cui il generico, cioè quello corrispondente ad una qua- 
lunque radice p,, è: 



I — *- dp , 
} P~P, ^ 

p», / d — = Iogl — + p,l , 



essendo in generale: 



' (n + 1) Co P * - n(nrt, + b^) p,"'' + T b» 

per la nota regola dello spezzamento delle frazioni razionaU. 
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L'integrale oompleto in parola sarà dunque: 



logyf ^£ log^^ + p,J '=ii, 






•(x+p.y) '(a:+p^)"'*(a!+p^)*"» . . . (DC+P»s)"''(a:+p,+,!/)"'"-' = a , 

0. finalmente, siccome si può disporre di uno qualunque dei coetncienti <)« « o, , ... , 
l>ttf>tt-tb^ come ci aggrada, e quindi di uno degli esponenti m|,n4 , ..,, di^, 
a piacimento, come sarebbe a dire in modo che sìa: 



l'integrale completo suddetto sarà: 

(X + p, v)""' (a + pt yf* (x + p„ j,)'"" (X + p^, yf'^' = u. , 

il quale coincide perrettamente col (i)' ottenuto per altra via. In tal modo noi ora 
possiamo dichiarare che questa ultima è in generale la espressione delle primtttte 
complele per ogni equazione differenziale omogenea della forma {\)''. ed asse- 
gnare eziandio le forme di e:ì8a primitÌTa anche per quei casi ecceiionali circa le 
radici della equazione (6), i quali, come già dicemmo, erano stati messi in disparte. 
Cosi se (fg -- , l'integrale completo : 

dÌTiene, dette Pi > Pi > ■ ■ ■ > p, le » radici della : 

(«tf, + 6o)p" - n(«i + 6,)P*"' + . . . ±6, = 
della forma: 

(ac + p,jf) '(a; + p,9) * (aJ + P«3f) " = fl 

in cui M, M, ... 1^ si ottengono oome nel precedente esso. 
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Cosi pure se o delle n + 1 radici della (6) diventino eguali a po , avremo : 

J ..p->'-(n<.. + t.)p-H....T!.. '""'é;/<Ft?'^\'eJ P"^ "' 
in cu! Ng ed m, si aa come determinarle; e l'integrale completo sarà: 

log y + log (f + P.)"' + T i (p - p.)- <- 'T' log (5- + p.)'"' = a ; 

inaorocna esso sariL della forma: 

Aggiungiamo che se due o più radici p giano complesse, si potrebbe anche evitare 
l'intervento degli immaginari nella espressione della primitiva completa, ricorrendo 
alle note regole di integrazione dei dilTcreDEiali raiionali della forma 

Lp + M 



(pt-ap + P)."*-- 



11. 

Du ciò che precede è manifesto che la integrazione della (1) in forma della (4) 
dipende dalla risoluzione di una equazione algebrica di grado n + I, l'ctiuazioDe di 
cui sono radici le quantità Pt,Pt f-)Pa.^c Ha v'ha un caso in cui questa risolu- 
zione può essere risparmiata; e ciò quando fra ì cocnicienti delle potenze di grado 
massimo in a; ed j/ della (t) abbiano luogo oltre le n*- 1 (5) le seguenti relasieni: 

0» = n + I a, = 6„ Oi = 6j a^t = fc,_, a„ = «6^, , 

poiché allora, come è focile licoooscere dalle relazioni di identità, le quantità 
m, , nii , . . . , m,^ diventano l'unità e la primitiva (4) diventa : 

(a! + P,y + p',)(a! + piy+p'i)(a! + pii/ + Pa).. . (x + p^„ y-i- p'^^) = a 
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cioè razionale intera, di grado n + I ; od anche della forma : 
a:*^'+a;Vp,p,...p.^,+a;"-Vr,),Pt...p,^,+...+33y-Lp,p,...p,^,+y"^'^2 PiPt-P.^ 

+ a;"i;p,p,...p„^, +£C-'yZp,p,...p,^,+... +"s p,Pt...p,*, = ii, 
11 «+1 

•H-l 

dove tutte le sommatorie, trattane J'ultiraa Xptp,. -■p.+i che si può compenetrare 

nella costante a stessa, sono somministrate in parte dai coelTlcienti della equazione 
IR p (6;, e nel rimanente dalle relazioni di identità. 

In particolare se «(xy) ^(xy) sono omogenei, la primitira diventa: 

a;"*' + aj'yip.p,. . .p»+, + aj"" V-PiPi • P,*. + ■ ■ f y"*' £ P,Pv ■ .p,4.i = " . 



Ooa!"*'+(«a,HV3J''S+("flt+"hi)a5''"V+ ■■ +("»-i+"^«-i)iPy"+(«ii-t+*i'*»-iV" = fi- 
In queste circostanze la risoluzione della equazione (6), e cosi anche il calcolo delle 
quantità p', , p', , . . . , p'^, , possono dirsi effettivamente risparmiati. 

12. 
Ripigliamo l'equazione dell'art. (8) 

(Ooa!"+na,af"'y+na,af"V+-- +a«y"+iw'oa!*"'+na',aJ""»y+...+a("'oW!»+ 
(bJx'+nb^a^~*y^■nb^~hJ*+.■■+b^t3^+nb'^''-*+nl/ta^-hj■^■...+b'^\)dy■=0, 

e supponiamo che fra i coefllcienti delle potenze di grado più elevato In a; jf ^- 
biano luogo le seguenti relazioni: 

5s = ^ = -»= ■_ ^«-^< 
"o <*i "» " ' **• "in-i 

Si vede beilmente ohe l'equazione (6) diventa: 

(o,p-òa)I(i„p"-no,p''-' + na,p"-»-...T«<»,p±(i,*,J=y. 

cioè una delle radici è separata ed è : p»,, = ~ . 

TOL. XVIPl. 12 
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Quanto alle n rimanenti al ha evidentemente: 

Ep,p,...p. = — ! Ip,p,...p,= — i. . . l-?>,Pt-.P. = ^. 

e degli esponenti ni„m„...,m,4.|, tranne l'ultimo che è: m^,=n,, tutti gli altri di- 
ventano nulli; e però delle quantità p'„p't,...,p'^, Tultima acquista il valore p',^i= co. 
Sembrerebbe quindi che la primitiva: 

(x + p, V + p',r* (x + p, y + p',)"*' (» + P»M H + P'«*i)"''*' = ^ 

dovesse perdere significato; ma poiqhài prodotti m,pVi t"hP'»->-\ < •■• i^i^'»** de- 
vono assumere valori finiti, prendiamo in considerazione la primitiva sotto la se- 
guente forma: 

(X + p,y + p'.)"*'"'- (X + p,y + p',)'^'''"*' 

. . .(a; + p.v + p'.r'^'''*'.(^,P!±il^+ l)™-'''-=ii. 
^ P»+i ' 

Allora ponendo: 

M, = m, p'^, M, = ni, p'^, . . . M, = w^ p',^, , 

ed osservando che il fattore 

r te +p,^.iy ]p'>^-i 

eoiringnuidire di p'^, tende ad e "*' , avremo la primitiva: 

(X -I- p, y + p'/' (X + p. y -i- p'.)"' . . . ex -H p. y -F p'.)S*'** ^ "-^ "' = a. 

Non rimane dunque a farsi che la determinasìone delle quantità H, Mj . . . H. ; 
il che non presenta diOlcoltà avendo noi già ricavata per ciascuno dei fattori 
m, , m, , . . . , m. , p, , Pi . • . • • Pa le rispettive espressioni. 

Applicando queste consideraeioni al caso particolarissimo di n = 1 si ha la pri- 
mitiva trascendente: 
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iIOTe: 






•"==; ^'-°i 


_, ..0,0,-O.S, 

"'-a.l.a.-b.) 


0,-6. 


Questa primìtiTa si puà scriTcre: 








,<.,a,-a.W„ 


..•(-•^ 



Ofl SD + 1» y = M, g 



Oltre a ciò l'equaEìone difTerenzìale in parola, cioò la: 

(ffo 33 + o, V + a») dx + (6j a) + 6, a + 6,) dy = 
sì può serirere anche: 

[ a„ 03 + a, y -f ^*°*~^^ * ] [ Oo dai + fto dy 1 + M, [ o, doB -1- n, dy 1 = 

epperò, per la notazione fatta, scrìvere : 

>]d5 - di] = 

Questa, prese i , i] come coordinate ortogonali, è l'equazione differenziale della linea 
di sottotangente costante, di cui le logaritmiche ija = e^ ,conie si sa, fanno parte. 
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SOPRA UKA CLASSE IMPORTANTE DI FUNZIONI MONODROME 

PtL 

Dott. SALVATORE PINCHERLE 



Presento nella prima parte di questa Memoria un saggio di una nuova tratta- 
zione della teorìa delle Funzioni Ellittiche, non al certo tale da prender posto fra 
le esposizioni che solitamente si danno di quella importantissima teorìa, ma cbe 
forse non sembrerà del tutto oziosa a chi consideri die essa riduce lo studio delle 
funzioni ellittiche a quello di nuove funzioni che godono di proprietà analoghe ma 
piti semplici per molti riguardi. La nuova classe di funzioni che ci occuperà più 
specialmente acquisterà maggiore importanza dalla proposizione che forma l'oggetto 
della seconda parte del presente lavoro, proposizione che dimostra essere queste 
funzioni insieme colle ellittiche le sole che permettono di soddisfare ad una impor- 
tante relazione di natura algebrica. 

I. 

Le funzioni monodrome avanti la propriatà if{x) = ^bix). 

i. Una funzione y di una variabile x alTatto libera, o complessa, verrà detta 
analilica se Dell'intorno di un punto x„ del piano rappresentativo della x vaie per 
la funzione uno sviluppo della forma 

0) rtic) = c,(a!-aj„)- + c,H(a5-ae<>)"*' + c^^ti^-^,)'** + ■ ■ ■ 

dove m è un numero intero, positivo o negativo. Basta che la funzione ammetta un 
simile sviluppo aell'ìntorno di un punto perchè essa possa dirsi funzione di variabile 
complessa nel senso Kemannìano e perchè si possono dedurre sviluppi analoghi per 
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l'iatorno di altri punti: e 1» proprietà espressa dalla (I) si enuncia dicendo che la 
funzione ha per l'intorno di Xg il carattere dì funzione razionale (*). 

Se m = , Co & uno dei valori della funzione per a; = iKg ; se m i un numero 
positivo, la funzione è nulla dell'ordine m per x =Xa , e se m è negatiTO, essa è in- 
finita dell'ordine -tn; ma né nelFuno ni nell'altro caso x^ andrà considerato come 
posto singolare per la funzione. Invece sCq sarà posto singolare .se non sarà possibile 
di ottenere uno sviluppo della forma (I) per la Tunzionc nell'intorno di quel posto. 

Infine una funzione si dirà monodroma se^neirintorno di tutti i posti, meno i 
fiingolarì, esiste uno sviluppo ed uno solo clie risponda alla deQnizione, comunque 
data, di quella funzione: invece essa si dirà potidroma se sarà possibile assegnare 
per la medesima più sviluppi delia forma (!) nell'intorno dì un medesimo posto- 

?. Richiamate quesle proposizioni sulle funzioni in generale, passiamo ad enun* 
ciare nei seguenti lermini la prima delle ricerche che ci proponiamo: 

ft Esistono funzioni analitiche monodrome aventi il carattere razionale nell'in - 
« tomo di tutti i posti-valori della variabile, eccettuati posti singolari in numero 
a finito, e dotate della proprietà espressa dell'equazione 

(2) T(a=) = <f(wx), 

■ dove (i) è un numero costante ? » 

Adopreremo in ciò che segue la lettera 9 maiuscola, minuscola ed anche aiTtitta 
da indici a denotare tali funzioni; e prima di dimostrarne l'esistenza e di studiarne 
le proprietà sarà d'uopo cercare a quali condizioni deve essere soggetto il numero 
u , che diremo molliplicatorc. 

3. a) Se si ha 

<t(x) = <p(waj) , 

ne conseguirà naturalmente 



?(a:) ^ ?(w"») , 

dove n è un intero qualunque positivo o negativo: se dunque esiste per una fun- 
zione un moltiplicatore u, ne esisterà un'intera serie 

(3) w, , u, , wj , . . . , Wa , . . . 

la quale consta per lo meno di tutte le potenze intero di uno di essi. 



(*) V. Casoratj. Teorica delle Funeioni di variabile complessa. Pavia, 1866. 
Cfr. Weierstrass, ueber einderUige functionen, Berlin. 1877. 
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bi 8i supponga die nella serie (3) si trofiiio ntoltiplicatori Ticini tanto quanto 
Bi vuole e]l'unit&: poeto 



sì troTeruino per le e^ valori piccoli quanto si vuole. Sia ora x^ un valore non sin- 
golaro di a^ e lale che <p{x,) abbia un valore finito e dìiTerente da zero: sar& 

ma, potendosi prendere /( lale che x„ + e^Xg sin compreso in quell'intorno di x« entro 
cui vale Io sviluppo (1), sarà 

9(a!fl + e^x,) = ipCsco) + <!'{x„)z^^ + f"(x^ ^J-^ + ... , 

e quindi dovri essere 

e*aJo [^'(A) + 7"(aJ.) ^ +-.-]= 0. 

Ma è noto dai prìncipii della Teoria delle Funsionì <^be si può sempre determi- 
. Ilare un tale intomo del posto x^ che entro il medesimo la serte di potenze di x—Xg 
non sia mai nulla, o lo sia tutt'al più nel solo posto x„ , a meno che non siano sero 
tutti i coefficienti della serie : e quindi se Ej, può essere piccola quanto d vuole 
senza essere nullo, a;, + e^x^ puiV cadere in qualunque intorno di x^ e la serie tra 
parentesi della formola precedente dovrà essere identicamente nulla, il che non es- 
sendo, si deve concludere che le quantità s^ non possono diventare piccole quante 
si vuole, ossia che i moltiplicatori di una funzione f(a;)nun possono avvicinarsi in- 
deflnitiimenta all'unità. 

e) Esaminiamo il caso di un moltiplicatore avente per modulo l'unità; sia per- 
tanto 

u = e*"" . 

dove r è un numero reale. 

Sìa prima r commensurabile: potremo scrivere 



dove m ed n sono numeri interi piimi fra loro, e sarà 
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In tal caso la proprietik 

T(oc) = ?(wtì) 

non può essere oggetto di alcuno studio speciale: basta che F(z) indichi una ftin- 
2Ì0DC monodroma qualunque con un numero finito di posti singolari perchè , posto 

la fuiuione 9(3;) ammetta quella proprietà. 

Sia invece r incommensurabile. Sviluppando questo numero in froEÌoae con- 

tiaua esso sari compreso fra due ridotte consecutive — ed — , 



dove si può sempre supporre 

mn' - m'n = i i , 

e si avrà in valore assoluto 

m 1 

n nn' 



dove è un numero reale minor d'uno in valore assoluto. Sarà pertanto 

9(a!)=¥\e 03/ 

per qualunque potenza intera p : e fatto p = n 

<iix) = if \e x/. 

Qui ha un valore minore dell'unità mentre n' si può supporre grande quanto 
si vuole, percui il moltiplicatore sarà vicino ad I quanto si vuole, il che non può 
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essere per ciò che si k dimostrate al b) ; non si potrà quindi umnMtere cbe la 
<f(x) abbia un moltiplicatore della forma e*'*', se r è incommensurabile. 

4. Dalle cose dette al $ precedente risulta che converrà tener conto dei soli 
moltiplicatori aventi un modulo diverso dall' unità: ma se u è un moltiplicatore, 

lo è anche — , e potremo dire che basterà tener conto dei moltiplicatori aventi un 

modulo maggiore dell'unità- La funzione assumerà uno stesso valore nei posti della 
serie 

(t) w~*a! , w"' , K , toa: , w*aj , w'a;, . . , 

infinita nei due sensi. Diremo per brevità che i varii posti di questa serie sono 
congrui ad x (e fra loro) rispello al moUiplicatore u. 

Risulla di più che una funtione <fix) avrà per posti singolari i posti x=0 ed 
a; -co, e quelli soli. Cbe debbano essere singolari risulta dal fatto cbe i posti 
della serie (4) si condensano indeG ultamente nell'intorno di ce = ed a; == co, il 
quale fatto basta a caratterizzare un posto singolare (*). 

Che quelli siano ì soli posti singolari risulta da ciò, che se ve ne fosse un'al- 
tro Xg , sarebbero pur singolari tutti i posti congrui ad x^ rispetto ad w, cioè la 
funzione ^{x) perderebbe il carattere razionale in infiniti punti , contro l' ipotesi 
stabilita a $ 2- 

8. Importa ora rispondere alla seguente domanda: 

B Sotto quali condizioni due diversi numeri 

w = pe" , w' = p'e*»' 

I potranno essere moltiplicatori di una stessa funzione if{x) 7 

K quest'uopo serviranno le due seguenti proposizioni: 

Teorema I. « Se e'* , e*"' sono due moltiplicatori di una funzione, aventi per 
fl modulo l'unità, esisterà sempre un terzo moltiplicatore e' avente per modulo 
■ l'unità e tale cbe 

6 = in , fl'=ii't 

« dove |i e |l' sono numeri interi n. 

Infatti si ba per il $ 3, e) cbe deve essere 

tì = 2nr , 6' = 2Tcr' 



(*) Weierstrasa, memort.-v citata, { I. Cfr. Gaaoratt, Con determinato in- 
torno ài x = <*> intendo l' insieme del posli del piano rappraaentativo, esterni ad aa 
cerchio di determinato raggio. 
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essendo r ed r' numeri razionali, percui il rapporto : 6' sari pure razionale ed 
esprimibile colla n'aliane irriducibile —,. Posto quindi 



= (IT , '6' = (l't. 

D'altra parte se e'" , e**' sono moltiplicatori di una fuQEÌone, sari moltiplica- 
tore pure 

per valori interi qualunque di s ed s', ma essendo ii: e {i' numeri interi primi fra 
loro si può sempre determinare g)' interi s , s' in guisa che 

8[l - s'pi' = 1 , 

e cosi risulta che e" è un moltiplicatore della funzione, e. d. d. 
Teorema II. ■ Se 



K sono due moltiplicatori qualunque di una Tunzione, essi si potranno sempre porre 
t sotto la forma 

w = (3Ce"' , w' = t3i»'e"''', 

n dove a ed e'' sono moltiplicatori della funzione, -: è un numero reale e v- 'V-' > 
a V , v' sono numeri interi n. 

Dimostrazione. I. Esìsteranno sempre due numeri interi yi e (l' tali che sia 



Infatti, se (ti ed u' sono moltiplicatori della funzione if(x) per la quale si sup 
pongono verificate le proprietà enunciate al $ 3, sarà pure un moltiplicatore la 
quantità 

dove II e it' sono numeri interi per ora indeterminati. Indicata con u Ih quantità 

TOIt. XTIII. 13 
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positiva ~ , se ne prenda il logaritmo naturale 
logi( = [i'logp-nlogp' 

-_,„g,(,;ML,_,), 

e si svolga il quoziente dei due logaritmi in fraeione continua: se ^ , ^ sono due 
ridotte consecutive, sarà 

q logp' q' ' 
dove 

P<l' - «f' = ± ' . 
ossia 

logp ^P ^ o 
logp' q qq' ' 

essendo o un numero positivo, nullo, o negativo minor d'uno in valore assoluto, 
talché 



log« = logp'(ii'?+;i^,-(i) . 



e qui distingueremo due casi. 

l" Gaso. I) rapporto ,— ^. sia incommensurabile: allora o non sarà mai nullo 
log^' 

ed i termini delle ridotte si potranno fare grandi quanta si vuote : si faccia ora 
e verrà 

e qui, essendo q' grande quanto si vuole, sarà logu piccolo quanto si vuole ossia 
u vicino ad 1 quanto si vuole. Ciò significa che prendendo per ^ le successive 
infinite ridotte della frazione continua, si avrà per u una serie di valori 
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ancbe, essendo le tj^ quantità positive, 

<+*li , l+li , i+n$ 

e fra le u, se ne troveraono infinite che difTeriranno da 1 meno di qualunque quan- 
tità data, ciò che è lo stesso , si troveranno infinite i], che saranno minori di 
qualsiiisi numero dato e. Ma per la dellnizione delle u, la funiiione <i(x) ripiglia lo 
stesso -valore nei posti della serie 

(e) £0» , 0+iì,)e'*Xt , (* + 1i)e*'*a5o, .. , 

dove t, , Tt . . . £ono quantità reali : se ora $„ è il modulo di x, e si considera ìa 
corona circolare compresa Tra i cerchi di raggi ^^ (> ^d + ^^a • ^i troveranno nella 
serie (e) infiniti posti i cui moduli 

saranno compresi fra go e Ì» + ^Ìa e che pertanto cadranno nella corona circolare 
considerata. Cadendo adunque in essa coróna influiti punti in cui la funzione prende 
lo stesso valore <t{x„), vi si troverà necessariamente un punto X colla proprietà che 
in qualunque suo intorno cadono infiniti punti in cui la funzione piglia lo stesso 
valore f(x„), e quindi (*) quel posto sarà posto singolare per la funzione. Ma dal 
9 4 si sa che la funzione ha per posti singolari x=0 ed x-oo, e non altri: non po- 
tendosi pertanto ammettere l'esistenza di un tal punto X, sì deve escludere l'ipotesi 

logp' 

2" Caso. Sia dunque il rapporto .— ^ commensurabile: in allora il numero o 
si può annullare nella (a), e posto ancora 

V-' = q , H=p, 
viene 

logli -0 , u= 1 , 
ossia 

dove V- t v- SODO numeri intori primi fra loro. 



(") Weierstrass, loc. cit. 
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II. Ciò posto, si faccia 

per valori qualunque dei numeri interi e ed s' la quantità 

P" 
sarà pure moltiplicatore di <p(x) : ma potendosi disporre di s ed s' ia guisa che 

8tl-8>' = ±) , 

il più semplice fra questi moltiplicatori sarà della forma 

o = re«, 

e tutte le potenze intere di a saranno pure moltiplicatori della funsione. 
Ora essendo 

a = r^e** e a" = r'' e""''*-*'*'» 
moltiplicatori dì o, e cosi 

w' = ri^' e"' e a^ = r^' c'i^'i'*-'»') , 
saranno anche moltiplicatori i quozienti di questi, cioè: 

b> ^i((l-l'J)9+(«'o')) ^ W i({H-pt'»')9'-(*'jfl) 

■^-e e ^-e^ 

e quindi per il teor. I del presente paragrafo dovrà essere 

(I -t«)6 + i)s'9' = vt 

(1 + v-'»")^' - l^'sO = vV , 

dove t è una quantità reale e v e v' sono numeri interi; da cui, per essersi posto l 
al luogo di sO-s'O', viene 

6 = ((i + VI 
0' = (|i' + v't , 
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ossia 

e. d. d. 

Risulta dal teorema casi dimostrato che la funtione f{x) Tiene ad ftrcre in so- 
stanza un solo moltiplicatore semplice a con modulo diverso dall'unità, ed un moltipll' 
catore col modulo uguale ad t : ma potendosi fare astrazione da quell'ultimo (§3, e), 
potremo d'ora innanzi consideraro funzioni aTenti un moltiplicatore semplice col mo- 
dulo maggiore dell'unità, e tutti gli altri moltiplicatori saranno potenze intere e po- 
sitive di quello. 

6. lUassumendo i risultati ottenuti fln qui, vediamo che ammessa l'esistenza di 
funzioni 9(x) aTenti la proprietà 

(p(a5) = ip(Mac) 

e conservanti il carattere razionale dapertutto, eccettuati punti singolari in numero 
finito, queste funzioni hanno le proprietà: 

a- di avere per valori singolari i soli posti a; = ed x — - «> , 
b. di non ammettere moltiplicatori della forma e*"'"* se r è una quantità reale 
incommensurabile, 

e. di avere infiniti moltiplicatori, che sono tutte le potente intere, positive 
negative di un moltiplicatore unico il cui modulo è maggiore dell'unità ; esse pos- 
sono avere altresì un moltiplicatore della forma e'*'' dove r è una quantità reale 
razionale, ma di cui si può fare astrazione nelle ricerche che seguono. 

7. Se indichiamo, come faremo in ciò che segue, con 

« = pe» (p>l) 

il moltiplicatore più semplice di una funzione <f(x) , e descriviamo nel piano della 
variabile complessa x le circonferenze di centro x^Q aventi per raggi p*, dove h 
è un numero intero qualunque flra - co e -f- <x> , la funzione prenderà tutti i valori 
di cui essa è suscettibile urUo spazio compreso trtt due consecutive di questa cir- 
conferenze e per conoscere pienamente le proprietà della <f{x) ci basterà sapere 
come essa si comporti entro una di queste corone circolari , che diremo corone 
elementari. 

Teoksha.. d Ogni funzione <f(x) deve diventare infinita in una corona ele- 
n montare >. 

Dimostrazione. Abbiasi una funzione f (x) la quale, se è possibile, non divenga 
mai influita in una corona elementare: essa sarà dunque finita in tutto il piano 
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meno che Bei punti ed », e quindi sviluppabile in una serie della forma 



if{x) = VoftSC* = a_^~* + a_iX~' + a„ + a,x + a,a;* + . 



valida entro la corona circolare compresa fra duo ceretti di raggi r ed B e di centro 
iB = 0, dove r si può supporre piccolo, ed R grande quanto si vuole. I coelll- 
cieuti O/, sono dati per la nota formola di Laurent, da 

1 /*« 



ilunque compreso fra r ed R, e 

erensa di raggio R,. 

de ftd una potenza m del modulo 

flft = a/'%(p"e")c-*"dl, 



dove R, è un raggio qualunque compreso fra r ed R, e V integrasione si suppone 
eseguita lungo la circonferensa di raggio R,. 

Si faccia ora R, uguale ad una potenza m del modulo p del moltiplicatore, e sarà 



(f(u"a;) - ?(ic) , 
viene, qualunque sia l'intero ni, 



«* = 2i^j^%(e'<'""*')e-*"d(. 



Indicando con M il massimo valore del modulo di <p(a;) in una corona elemen- 
tare, risulterà mod ■ a^ < -^ , (h = — oo , . , . , + co ) . 

Si dia ad h un valore determinato positivo, e ad e un valore pìccolo a piacere: 
si potrà sempre prendere m tanto grande che sia 
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se H è Anito, onde sarebbe 

mod. a^ < E ; 

sì dia invece ad h un valore negativo, si potrà soddisfare alla stessa disuguaglianza 
dando ad m un valore negativo abbastanza grande in valore assoluto, cioè tutti 1 
coefllcienti dello sviluppo 



So^aj* 



sarebbero nulli, il che non è ammissibile. Non può dunque esistere un numero M, 
valore massimo dei moduli di ^(x) in una corona elementare, ossia la if{x) diventa 
infinita in ogni corona elementare, e d. d. 

Corollario. Segue da ci& che una funzione t{x) assume nell'interno di una 
corona elementare qualunque valore. Infatti si dica e un valore qualunque, la fun- 
Eionc 

1 
<f(x) - e ' 

essendo della stessa natura della ip(x), deve diventare infinita in ogni corona clc- 
menlare, cioè ?(x) — o = , ossia <f(j;) = c. 

8. Teorema. « Qualunque funziono <f(x) tia sempre tanti zeri quanti infiniti in 
B ogni corona elementare d. 

Dimostrazione. Ver un noto teorema di Cauchy l'integrale 






dx 



esteso al contorno di un campo connesso entro cui la funzione conserva il carattere 
razionale , esprime la dilTerenza fra il numero degli infiniti e degli zeri di if (x) 
(ogni zero o infinito essendo contato tante volto quante sono le unità del suo or- 
dine di molti|ilicità). Estendiamo l'integrale precedente al contorno di una corona 
circolare elementare limitata p. es. dai cerchi aventi per raggi 1 e p : sarà 



9(pc' 
Ora 



1, 5(fc") ' J, f(c") 



p = ue-' 



onde 
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8i deduce colla deriTaiione 

if'(UX) = - <t'(x) , 
onde 

<p(pe*') f T(c''''°') ' 
e gl'integrali precedenti divengono 

ma il primo integrale è uguale al secondo come si vede cambiando la variabile t - 6 
in (, e l'espressione precedente è nulla, il che dimostra il teorema. 

Corollario. Una funzione (p(x) assume tutti i possibili valori lo stesso numero 
dì volte in una corona elementare. Infatti se ^(x) è infinita p volte ìa una corona, 

sari infinita p volto anche . . ^ — qualunque sia il valore e, e quindi essa sarà 

nulla p volte, ossìa <p(x) assumerà p volte il valore e. 

Questa osservazione porta a distinguere le Tunzioni f(cc) a seconda del loro 
ordine, dicendosi funzione fix) dell'ordine p quella che diventa infinita in p punti 
distinti coincidenti di una corona elementare; ed una funzione dell'ordine p as- 
sume p volte in una corona dementare ogni possibile valore. 

9. Teorema, r Non possono esistere funzioni f{x) d'ordine inferiore al secondo- u 
Dimostrazione. Sia <f{x) una funzione avente il moltiplicatore m: si avrà 





dffwa;) 1 dfix) 
dx w dx 


ossia 






dx ~* da: 


da cui si vede che 





djfc) 
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à una funsione che non cambia di valore quando x si cambia in utx ; questa fun- 
lione ha dunque tutte le proprìelà delle f (ce) e come tale si deve annullare io ogni 



i annulla, sari 



L dX io 



e sfiloppando f(a;) in serie nell'intorno di a; = a, si afra: 

"-)='(«)4SL^"- 



ossia f (x) assume due volte il valore speciale f (a) nel posto a: = a. La funzione 
7(x) — f(a) è dunque nulla almeno due volte in una corona circolare elementare, 
dunque essa sarà almeno due volte infinita, e perciò d'ordine non inferiore al se- 
condo, e. à. d. 

Ammessa l'esistenza di finzioni <f(x) quali le abbiamo defluite a $ 2. vediamo 
che alle proprietà già riassunte a S 6. conviene a^jgiungere le seguenti : 

d. Se si divide il piano in corone circolari per mezzo di circonferenze i cui 
raggi costituiscono una progressione geometrica di r^ione p, la funzione riprende 
gli stessi valori in ogni corona circolare, e diventa in ogni corona, nulla, infinita, 
ed assume qualsiasi valore. 

e. Essa assume il valore zero, infinito e qualsiasi altro valore un egual nu- 
mero (finito) di volte in ogni corona; da cui la classificazione in ordini. 

f. Non esistono funzioni <f{x) d'ordine inferiore al secondo. 

g. La funzione x ^ ' è una funzione della stessa natura di (p(x). 

Si tratta ora di passare alla dimostrazione dell'esistenza di tali funzioni, cioè 
alla costruzione di una di esse, che ci basterà poi a formare le altre: e per giungere 
a tale scopo dobbiamo introdurre una nuova classe di funzioni ausiliari, dotate esse 
pure di notevoli proprietà. 

10. Indicheremo col simbolo T(a;) funzioni definite dalle seguenti condizioni: 

a. di essere monodrome, 

b. di avere carattere rasionale intero (cioè non contenere esponenti negativi 
nello sviluppo I) per tutti i valori di x diversi da e oo, 

e. di soddisfare l'equazione funtìonale 

(S) t(Ma;)= - t«w;-T(iB) ^modu > 1). 

11. Per giungere alla determinazione di una funzione siffatta, supposto il piano 
TOT., mn. 14 
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diriso ancora in corone circolari dalle circonferenze i isui raggi costituiscono una 
progressione geometrica avente per ragione inodu, s'incomincia ad osserrare che 
basterà conoscere il modo dì comportarsi della funzione entro una tal corona, in 
virtù della (5) e della 

T(ia"3B) = (-!)" W" X" 1(03) , 

cbe se ne deduce immediatamente. Si osservi inoltre che non possono esistere due 
funzioni z{x) distinte aventi gli stessi zeri: se infatti t(x) , T,(a;) sono due funEioni 
quali le abbiamo definite, il quoiiente 

T(«) 

sarà una funzione di quelle che abbiamo dette fix), e questa, come sì è veduta deve 
essere nulla in ogni corona circolare, il che non è so i{x) e t,{x) hanno gli stessi 
zen ; sarA dunque 

-V4 = C08t. 

t,(a3) 

Ciò posto, sari facile determinare una funzione t(x) cbe sia nulla nel posto x=i 
e nei suoi congruenti x = ii>* : e dico che questa funzione sarà rappresentata dal 
prodotto infinito 



w '.w=n('-5)('-A)- 



Infatti questo prodotto sari convergente incondizionatamente per tutti I valori 
di X diversi da zero e dall'infinito, essendo convergente la serie 



y i_ 

fri (modw/ 



sotto l'ipotesi fatta mod u > I ; la funzione rappresentata da quel prodotto infinito 
ha dunque per soli posti singolari i valori a; = , a; = <x> ; e di più, mutando a; in 

lux, essa viene moltiplicata per (1 -mx) ma vi manca il fattore (i ),cioè 

moltiplicata in tutto per -uà;, come deve essere. 

Infine è facile determinare uno sviluppo in serie per la funzione x,'a;). Se in- 
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fatti poniamo 

chò sappiamo gii valido uno BTiluppo di tale forma, arremo per la (5) 

onde 

c^, u*+' = - wc, (n = - 00 + ») , 

e dando ad n i valori 0, 1, 2, 3, . ■ • è moltiplicando 



d» eoi 



«Vt 



.(-'r'c. 



mw-i) 



098ia, fatta astrazione dal moltiplicatore costante c^, 
, , , a^ X* X* 



-±+j ' 



fiDalmeote, aggruppando i termini a due a due : 



12. le finzioni x,{x) cosi costruite si possono applicare sema difficolti alta 
determinazione delle funzioni <p(a;). A tal'uopo converrà dimostrare le segueotì pro- 
posiiioni : 
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Teorema I. » Se a, , o, , . . . Op , 6, , b| , . . . 6p sono 2p posti presi arbltiarìa- 
( mente entro una corona elementare, in modo però ebe sia 

(8) o, Oj . . . Op = o" (t, 6» . . . 6p , 

I ta funzione 



.(|)'-(r.)--'.(C) 



n sarà una funzione ^(x) dell'ordine p e col moltiplicatore to. » 

Dimostrazione. Per le proprietà delle funzioni i(_x) , la funEione 9(x) è mo- 
nodroma ed ha carattere razionale per tutti i valori di a; , ad eccezione di x = 
ed X = Od. Essa è nulla nei 71 punti r, , a, , . . . Op e nei loro congruenti, e in cia- 
scuno di essi del prim'ordiue, e infinita del prim*ordine nei p posti b, , b^ , &p e i 
loro congruenti. Resta da veriQcarsi cLe 

*(wa!) = *(ac), 

e questa si rende subilo manifesta dalle proprietà della funsione %(a;): si ba infatti 



*{mx) = w"»" 



'AfXB-0 



e questa fi'azione, per la (8), non è altro che l'espressione scritta per la 4>(ic),c. d. d. 
Teorema II. a Reciprocamente, se ?(a;) è una tiinzione dell'ordine p avente 
n Oi , Ot > ■ ■ - "p ?^^ P*^^^' (l^K'i '^''' ^ b, , b| , . . . bp per posti degl'infiniti in una 
« corona elementare, sarà 

o, a» . . . Op = u" 6, 6, . . . bp. » 

Dimostrazione. Si prenda 

e tà formi la serie dei posti ta^c congrui a e. Se fra questi si trova il posto bp, 
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il teoretna è dimostrato: nel caso contrario sì troverà sempre un posto ed uno 
30Ìo {*) appartenente aila corona elementare in cui si sono presi i posti OiiO^, ecc., 
e sia e' = cu" questo i)osto ; si avrà 



6, b, ... e' 
Si formi ora la funtione 

\. (£),.(£)..., .(^) 

'.(i)'.(i)-<e)'-(?) 

questa sarà per il teorema precedente una funzione della stessa natura della if{x): 
ed anche il quoiiente 

avrà la proprietà 

?(wa!) = 9(a;). 

ed ìDDltre sarà nullo solo dove è aulla 4(x) o infinita f (x) , cioè in 

a, , a, , ... 0^ , bi , bi , . . . by_, , e' ; 

e in ciascun posto del prim'ordine : ed è infinito solo dove è infinita ^(x) o nulla f(x), 
e pure del prim'ordine, cioè in 

b, , 6, , . . . bp , a, , a a, ; 

e in ultima analisi "^{x) verrà ad essere zero net solo posto e' e infinita nel solo 
posto bp della corona cbe consideriamo. Ma questo risultato contradice a quanto 
abbiamo dimostrato a § 9, non esistere cioè funzioni (f(x) del prim'ordine cbe non 
siano costanti : è dunque necessario che ? (x) si riduce ad una costante, ossia bp = e'; 
e fra gli zeri e gl'infiniti della ^(a;) passa la relazione che si voleva dimostrare. 



(*) Potendosi fare la convenzione che se un posto sì trova sopra nna delle cir- 
conferenze che liniitano le corone etemeulari, sì rignarderà qnel punto come appar- 
tenente alla corona per In qnale quella circonferenta è il lìmite inferiore. 
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Questo teorema dà ta forma di una runzione ^(x] ài cui si conoscono gli zeri 
e gl'infiniti in una corona elementare, e come si vede essa si esprime per le fun- 
zioni igCx): è chiaro poi che la relazione che passa fra gli zeri e grìiiAniti di t(x) 
passa anche tra i p valori che fanno assumere a <p(x) un Talore qualunque e e quelli 
che fanno assumere un valore e', e si può dire che il prodotto dei valori pei quali 
una funzione <f(x) assume un valore qualunque in una corona elementare è costante, 
all'infuori di un fattore potenza del moltiplicatore- 

13. Non essendovi funzioni f{x) del prim'ordine, le funzioni più samplici di quella 
famiglia saranno del second' ordine, cioè avranno due zeri e due infiniti (distinti o 
coincidenti) in ogni corona elementare. Se indichiamo con flit a, gli zeri e con 
b, , b^ gl'infiniti, la forma generale delle funzioni dì second'ordine sarà 

colla condizione 

(11) a,a, = u"6, 6,. 

Ogni funzione <p(3c) del second'ordine soddisfi all'equazione funzionale 

(12) <9Ì^) = 9{Q 

essendo e una costante. Sappiamo infatti che indicando con y^ un numero qua- 
lunque, (f{x) assume il valore j/o per due valori x^ ed a:,' di ogni corona elemen- 
tare : ma questi due valori soddisfano alia relazione 

03, aio' = u" 6, 6t = e , 



?(x) = »(5!^')=»(i). 
Ksolvendo l' equazione 

si trovano quattro valori, o quattro posti del piano se non congruenti fra loro ri- 
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spetto ad u, e sono 

e, = Vii *i , e,= - a/6i6j 

Ci = yjtitb,bi , 6» = ~ Vtt>b,(>( ; 

questi posti ed i loro congruenti sodo quelli in cui )a funzione assume ud valore 
doppiamente e in cui si anaulla la derivata della fumione e si trovano quattro tali 
posti in ogni corona elementare. 

li. Si è visto che se (p(x) è una funzione qualunque di quelle definite a $ 2, 
la funzione 



che chiameremo f, (tx), appartiene alla stessa famiglia delle <f(x) : ora cerchiamo 
quale sarà l'ordine di ^,{x) posto che c(x} sia del second' ordine. 

Supponiamo prima ilis'iati gl'infiniti 6| e &,. Dalla considerazione degli svi- 
luppi in serie della forma (i) si ricava che so in un posto x = 6 la -^^ si trova 

essere infinita, ^(x) pure dovrà essere infinita per m = b, e -^^ dovrà essere in- 
finita per io meno del second'ordine : essa è dunque certamente del second' ordine 
dove ^ix) è infinita del primo: e perciò avrà due iofiniti doppi per x=b, ,x=bt, 
e quattro zeri semplici nei punti «, definiti al $ precedente. La funzione ?,(x) avendo 
dfjx) 
dx 
con due infiniti doppi e quattro zeri semplici in ogni corona elementare. 

Supponiamo invece gl'infiniU 6, e b^ coincidenti in b. In quel punto - V- — 
sarà infinita del terz' ordine, e nulla nei posti 



e, = - 6 , Ci = + 6 ^u , e» = — 6 Vw . 

e quindi f,(a;) sarà una funziono del terz' ordine con un infinito triplo e tre zeri 
semplici. 

Mentre una tiintiione ?(x) del second'ordine soddisfa all'equazione funzionale 
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la funsione f,(a;} corrispondente soddisfa invece all'altra equasione 



9.(a:) = -'P.Q, 



come si ba dalla derìvaiione dell'equazione (lì). 

IS. Sia ancora 9(x) una funzione del second' ordine , cbe supporremo prima 
avere due infiniti distinti b^ t b^, «> forroiamo il seguente prodotto : 

(9(30) - ?(e,)) (<p(x) - <p(e.)) (v{x) - itieS) (yix) - ?(?»)). 

Questo prodotto non si altera cambiando x in wc, e rappresenta una fìinEÌone 
appartenente alla classe delle <f(x), e che diremo ^{x) : essa bì annulla solo dove 
si annulla uno dei binomi 

^{x) - 9(e,) , 

e questo aviiene nei soli punti e, , e| , e, , e, , essendo in ciascuna di questi punti 
il corrispondente binomio duUo del second' ordine, e diventa infinita con <f{x) nei 
punti b, e {), , ma in ciascuno del quart' ordine. Dunque la <^(a;) è una funzione 
dell'ottavo ordine, con quattro zeri doppi e, , f, , e, , e^ e con due iaflniti quadru- 
pli b, e b,. 

D'altra parte la funzione f,*{x) è pure dell'ottavo ordine, cogli stessi zeri e 
gli stessi infiniti e dello stesso grado di moltiplicità ; quindi il quoziente di 7,(3;) 
e 4i(x) dovrà essere un numero costante, e si trova cosi clie la ^{x) del secondo 
ordine con due influiti semplici soildisfa all'equazione difTerenziale 



03) X- ^^ = c\j[<f{x) - ?(e,)] [tix) - T{e,)] [^(x) - <Ke,)] [^{x) - <F(e,)] . 

Supponiamo ora cbe la f (a;) abbia un infinito doppio b, e formiamo il prodotto 

*N = (?(a:) - ?(e,)) (?{a;) - ?(e,)) (^(ac) - ?(e.)) 

essendo in questo caso e,=(i. Questo prodotto rappresenta una funzione della classe 
delle <p{x) e del scst' ordine, con tre zeri doppi Cj , e, , e* e un infinito sestuplo b: 
questa funsione non dilTerirà cbe per un fattor costante da ?,*(a;) e si può con- 
chiudere cbe una funzione 9(0:) del second'ordine con un inOnito doppio soddisfa 
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all'equazione dilTereoziale : 



(I') •" ^' = e \/(f (0!) - f (t,)) (?(x) - »(eo) (» W - ,(«.)) , 

e io generale : 

« Ogni funzione 7(0;) del 8econ<l' ordine soddisf» ad un'equazione difDireiiiiale 
I della forma 

t dove R(?) indica un polinomio razionale intero in 9 del terzo quarto grado u. 

16. Teorema I. « Ogni funzione ?^) d'ordine qualunque p si può esprimere 
K razionalmente pec mezzo di una lUnzione f{x) dei second' ordine e della funzione 
■ fi{x) corrispondente a. 

Dimostrazione (*). Indichiamo con <b{x) una funzione d'ordine qualunque p, e 
con f(x) una funzione del second' ordine aiente lo stesso moltipticatore , e distin- 
guiamo tre casi : 

1." Supponiamo che la funzione ^(x) soddisfi alla relazione (12) cui sappiamo 
soddisfare la f(x), cioè si abbia 



*W = *(S' 



dove e ò un numero congruo rispetto ad u ai prodotto dei due valori che rendono 
<f(x) infinita entro una stessa corona elementare. Dalla relazione che abbiamo am- 
messa, risulta che 't>{x) assume nel posto a:^ lo stesso valore che nel posto - , e 
per conseguenza dovrà essere d'ordine pari 9g: siano 



i posti degli zeri, e 



(*) Non è necessario di fare avvertita la Homiglianza fra ta presente dimostra- 
zione, e qaella data da Lionville (0 riportata nella Théorie de» fonctions elUptiques, 
2* ediz. dai signori Briot e Bouquet) per la ptoposizìone analoga snlle fanzionl 
doppiamente periodiche. Lo stesso per una due altre dimostrazioni dei $j precedenti. 
TOL, xrni IK 
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i posti degl'infiniti di 9{x), essa funzione sarà rappresentata da 

[if{x) - 9(0,)) {y{x) ■ ■ 9(a,ì) . . . (?(«) - ?(o^) 
(9(x) - fib,)) (?(x) - T(6,)) . . . (<f(a!) - <F(6p)) ' 

perchè questa è nulla e infinita nei posti indicati e deirordlne %q. E quindi dimo- 
strato che 4(x) si esprime razionalmente per if{x). 

2.0 Supponiamo invece di avere una funslone soddisfacente alla relasioae 



*w=-*(i)- 

ndo ^(x) ifTin fun 
Eione funzionale ( 

9,(x) = -„(^), 



Si è gi& osservato che essendo 'ì(x) ifTin funzione del second'ordinc, la corri- 
spondente f,{x) ammette l'equazione funzionale (v. $ li) 



pertanto il quoziente 

sarà una funzione della classe delle <((x), avente la proprietà 

e si esprimerà razionalmente per <f{x) 

T{a!) = K((p); 
percui 

. 4'(a!) = T,(a!)-R{(p) 

ed il teorema è dimostrato anche in questo caso. 

3." La funzione <b(x) sia ora aiTatto qualunque. Essendo ancora e un numero 
congruo rispetto ad to al prodotto degl'infiniti della funzione del second'ordine <p(x), 
si formino le funzioni 



X(!r) = *(aì) + '1'(J) 
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Ambedue appartengono alla classe delle <f{x) e danno le relationi 



x(i)=xW 
i.(i) = -x.(^). 



percui, essendo al solito R ed B( simboli di raniioni razionali , si avrà per i casi 
già considerati : 

*(a;) + *^)=R(a!) 
donde 

(IS) *(a!) = .;(R(9) + 9. «.(?)); 

e. d. d. 

Teorema 11. s Ogni funzione ^(x) è legata da una relazione algebrica colla 

a corrispoodente funzione ^b,{x)=x ■■ a 

DiMOSTTUZiOKE . Essendo f (ce) una lìinzione del second'ordine avente lo stesso 
moltiplicatore di t^(cc), sarà per il teorema precedente 

(15) *(a:) = R(9) + ■!?,»,(?), 
e derivando e moltiplicando per x 

' ' df dee ' '' d<p 

ma essendo Rt un nuovo simbolo di funsione razionale, si ha dal g IS. 

(16) 9.* = Ri(x). 
e derìvuido e moltiplicando per x, 

da; d? 
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e sostituenJo nella precedente 



Se fra questa equazione e le altre due (IS), (16) eliminiamo ? e 7i > ottODiamo 
una relasione algebrica 

F(* , *,) = 

ossia 

F(tW,xg) = 

che è un'equazione diiTerenziale algebrica di forma speciale, cui soddisfa ogni fun- 
ziono 4>(x). 

17. Teorema, <• Una funzione ^(x) d'ordine qualunque p a-ssume tre valori legati 
H da un'equazione algebrica se sì danno alta variabile tre valori X| , x, , sBj , legati 
n dalla relazione 

(11) X3 = (IX,Xt- » 

DiuoSTRAZioNE. Pongasi 

y, = *(»!() , (1=1,2,3) 

e si dia ad Xt un valore determinato a ; corrispondentemente y, assumerà un valore 
pure determinato ^. Si dia ad i/, un valore determinato, a questo corrisponderanno p 
valori non congruenti per Xt 

x\ , x"t , ai"', , . . . ac"**, , 

ed inoltre tutti i valori congruenti a questi. Si avrà dunque dalla (lì) una serie 
ioRnita di valori per coj corrispondentemente al valore a di a;, ed ai valori con- 
siderali di x^ , e fra questi valori di x, i seguenti 

x*! = aax't , x", = aeae"t , ■ ■ ■ x^\ = aax^^ 

saranno non congruenti fra loro, ed uno qualunque degli altri sarà congruente ad 
uno di questi. Ad un valore di Xj ed ai suoi congruenti corrispondendo un valore 
di Va ^^ uno sol(>> risulta che n ad un valore di y^ corrispondono p valori di j/, , 
n tenuto fisso x,. a 
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Di più, essendo 1/1 funzione analitica di is, , (§ t .) ed j/i di Xj , Tlce versa sarà Zi 
funsione analitica di f/x , quindi essendo 



sarà anche 1/, funsione analitica di x, e quindi di j/,. Similmente si vedrebbe obe Vi 
è funzione analitica di j/j , che « ad un valore qualunque di y, corrispondono p 
« valori detcrminati di j/, .tenuto fisso a:,, n 

Dunque abbiamo due variabili complesse j/j , 1/1 , funsioni analitiche l'una del- 
Taltra e tati che ad ogni valore senza eccezione della prima corrispondono p valori 
determinati per la seconda, e ad ogni valore della seconda corrispondono p valori 
determinati per la (iriraa: per i principii della teoria delle funzioni potremo con- 
chiudere da ciò che le due variabili y^ , 1/1 sono legate da un'equaEìone algebrica 
di grado P in i/i,j/s: e quest'equazione conterrà nei suoi coefllcienti il valore ^ 
attribuito ad y, e tenuto fisso fin qui ; sia 

quest'equazione. Se ora teniamd fisso il valore 1/1 e facciamo variare y, , potremo 
asserire collo stesso ragionamento già fatto che y^ , y, saranno legate da un' equa- 
zione algebrica di grado p in j/i , 1/3 , ed è qnindi dimostrato che nell'equazione scritta 
dianzi la variabile y^ entra razionalmente e al grado p. Adunque j/i , Vi > Vi ^'^'"^ 
legate da un'equazione algebrica 

di grado p al più rispetto a ciascuna variabile, e. d. d. 

Segue da ciò che se quattro valori x, , ac, , Xj , x, della variabile x sono le- 
gati da 

i valori corrispondenti jft 1 Vt > Vs > y* saranno legati da un'equazione algebrica; posto 
in fatti 

X4 = X, x't 
si hanno per il teorema precedeote le relazioni algebriche 
. P|{yt.Vj.V'i)=0 
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da cui eliminando y\ , 

F(yt.vi.yj.y*) = t>- 

E in generale, se m valori della variabile 

oc, , se, , Xj , . . . a;^ 
sono legati da una relazione della forma 

X, X, X, X.^ 

dove X, , Xj , . . . >.„ sono esponenti interi, positivi o negativi, i valori corrispondenti 

di y = 4>(x) saranno legati da un'equazione algebrica. 

18. Trovate cosi le principali proprietfl delle funsioni definite al $ 2, passiamo 
a studiare le funzioni che nascono da quelle, sostituendo alla variabile a; un'espo- 
nenziale 

(18) 2 = e«=. 

Tati funzioai si diranno funzioni ellittiche (*), e si indicheranno con E (x); esse 
saranno dunque definite da 

■ (19) E(a;) = ?(«*"). 

Ad ogni valore di x corrisponde un solo valore di z, e quindi ud solo valore di 
?(z) = E(a!), talché: 

I. « Le funzioni ellitticbe sono monodrome. u 

oK 

Se poniamo e = m , ssril 



(*) La denominazione di funeioni elKttiohe, applicata generalmente alle faniioni 
particolari snie , cnx , dna; , viene qui presa in senso piti lato, e diremo col prof. 
"VF eìer a ir aaa-eltittiche tutte le funzioni doppiamente periodiche che hanno il solo 
posto x = oo , por posto siogolare. 
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ossia per tutti i valori di z cotapresi nella serie 

z = e (m intero) , 

ciò che è Io stesso, per tutti i valori di co della serie 

aj=a3a + mK + m'K' (m ed m' interi) , 



la finzione E(a;) prende la stesso valore E{Xg), e quindi : 

II. (I Le funzioni ellittiche sono doppiamente periodiche. > 

La funzione 7(2) ha per posti singolari 2 = e z =00, cui corrisponde il solo 
posto x = oo, talché : 

III. n Le funzioni ellittiche hanno un solo posto singolare, che è co = ao . » 
Dalle proprietà dimostrate a'S$ 3, 4 e 5 sui moltiplicatori delle funzioni f(,x) 

risulta che * 

IV. « lina funzione ellittica non può avere periodi infinitesimi ; ogni perìodo H 
a si riduce alta forma 

H = mK + m' K' , 

■ dove K e K' sono due periodi elementari : il rapporto dei due perìodi elementarì 

■ è complesso, a meno che non sia K' multiplo di E, nel quale caso (che corri- 
ti sponde al caso di mod(<) = l) si ha in sostanza un periodo unico; e la funzione 
a piglia tutti i valorì dì cui essa è suscettibile .nel parallelogramma avente per ver- 
« tici i punti 

niR + m'K',(iJH-1)K + m'K',mK + (m'+ 1)K' , (m+ 1)R -1- (m'+ 1)K' , 

fl e che ai dir& parallelogramma elementare. » 

Dai $S 7 a 9 rìsulta che 

y. R Una funzione ellittica diventa infinita, nulla, ed assume qualsiasi valore in 
a Ogni parallelogramma elementare; essa ha tanti zeri quanti infiniti in ogni pa- 

■ rallelograiDuia ; essa diventa infinita almeno due volte in ogni parallelogramma, a 

Si possono dividere le funzioni ellittiche in ordini, come le funzioni if(.x), e 
DOD vi sono funzioni d'ordine inferiore al secondo. 

Sì possono poi introdurre funzioni aveuti la proprietà 

tì(!C + K) = -e 0(33), 
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e analoghe alle x{x) , le quali serviranno per la costrusione effettiva delle funzioni 
ellittiche; e quindi dimostrare te proposizioni corrispondenti a quelle dei $$ 12 e 
seguenti, che suonano: 

VI. n La somma dei p valori di x pei quali una funzione ellittica assume un 
R certo valore entro un parallelogramma elementare, è costante qualunque sia questo 
( valore, all'infuori di un multiplo dei periodi, n 

VII. (I Ogni funzione ellittica è legata alla sua derivata da un'equazione algebrica 



K-^.S)-- 



vili, a Ogni funzione ellittica d'ordine qualunque si esprime razionalmente per 
: mezzo di una funzione ellittica del second'ordine e della sua derivata, a 

IX. « Una funzione ellittica del second'ordine soddisfa ad un'equazione differen- 
1 siale della forma 



« dove R(E) è un polioomio del i" o 4° grado in E. * 

X- n Se si danno alla variabile tre valori x,,Xt,Xt legati dalla relaziona 



R e posto y = 'E(x), i valori corrispondenti di y saranno legati da un'equazione al- 
fl gebrica 

n e più generalmente, se alla variabile si danno m valori x, ,Xi , . . . x^, legati 
n dalla relazione 

l,Xi + \X^+ .. .1^X^ = 0, 

I dove )k, , l, , . . . ).M sono numeri razionali, sì avrà fra ì valori corrispondenti di y, 
n cioè fra ]/, , y, , . . . j/. una relazione algebrica 



P{yi,y»..--l/-) = 0-'' 
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II. 

Le funzioni monodrome aventi un'equazione caratteristica. 

19. Essendo y = f(x) una funzione monodroma, se, dati alla variabile tre va- 
lori x,.Xt, Xi legati da un'equazione lineare separatamente rispetto ad x, , o^ ed x„ 
e cioè delia forma 

( I ) 0^,03^ + a,x^ + 0^,03, + a^iXt + a\x, + o'tX, + a\x, + a'^ = , 

i valori corrispondenti y,,yt, y, della funzione saranno legati da un'equazione al- 
gebrica di grado 11 al piìi rispetto ad ]/i , Vi . y^ 

(2) F(j/,,y.,y,) = 0. 

si dirà che quest'equazione è caratlerislica della funzione y=:/(x). rispello all'oqa- 
sione (1). 

In una mia nota, gentilmente presentata al R. Istituto Lombardo di sciente e let- 
tere (tal chiar.'°° prof. Casorati, eil ìnserìu nel t. Xll, fase. XIII dei Rendiconti 
di detto Istituto, ho dimostrato che le funzioni aventi un'equazione caratteristica 
soddisfano tutte ad equazioni funzionali della forma 

dove i coefficienti a , 6 , e , d sono dati dalle seguenti formolo : 

. o = (ajO, - o',a„) 5i S,, + (a,rt', - a„a'f) §x + (o,rt', - (i,a',) S^, + (a'jo't - "lO t) 

*** c = (o.o',-a,a,)(5i-§^ 

\ d = (0,0, - a',o„) li %^ + {a fi', - Oto'^) Si + (afi\ - a fi';) 5^ + (a',o', - afi'^), 

in cui %i , Su indicano due dei valori di te che fanno assumere ad i/ un determinato 
valore. 

Ho pure dimostrato che con una trasformazione di variabili della forma 
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è sempre possibile trasformare la f(ai) in una funzione F(z) per la quale le equa- 
zioui funzionali (3) si riducono ad una delle forme 

(5) ¥{z) = V(z + a), 
oppure 

(6) F(z) = F(az), 

forme irriducibili fra loro con trasformazione lineare. 

Sujiporremo in ciò che segue la funzione fix) già trasformata, e quindi la sua 
equazione funzionale (3) già appartenente al tipo (5) o (6): e distingueremo 3 casi, 
secondo che la funzione avrfi la proprietà (C) con moda > 1 , o con moda= l , o 
la proprietà (5). 

20. La funzione v = As') si supponga arere la proprietà espressa dall'equazione 
funzionale (6): sarà per conseguenza 

(7) h = , c = 0, 
cioè 

(1) * a\a\- o'oa, = , «ott'i — o,«, = , 

e vogliamo esaminare se tale funzione ò di quelle studiate nella prima parte, che 
hanno per proprietà caratteristica di non avere infiniti punti singolari, o ciò che è 
lo stesso, di non assumere uno stesso valore per un numero infinito di valori della 
variabile in una stessa corona elementare. 

Incominciamo dall'osservarc che se la funzione y = f{x) ammettesse due mol- 
tiplicatori a ed a' tali che moda> 1 e moda'> 1 , queste dovrebbero essere po- 
tenze di un solo moltiplicatore, perchè diversamente la funzione avrebbe moltipli- 
catori vicino quanto si vuole all'unità, e quindi (come dal § 5) non ammetterebbe 
in nessun punto x^ uno sviluppo regolare in scric di potenze, cioÈ non sarebbe fun- 
zione, analitica. Onde indicando con u questo moltiplicatore piìi semplice di cui gli 
altri sono potenze, e con ti un numero intero (positivo o negativo), si avrà 

<8, ? = < 

ossia, posto per brevità 



nij = aja j — dia. 
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la (8) si potrà ailtelie scrìvere 

(9) ">, 5i5j^ + ni, gì + m, 5^ + Wj - u'' (vi^ Si5j, 4 «ii ?i + m, |^ + m,) = 

? I . Essendo y funzione analitica di x. TÌccyersa sarà x funzione analitica pò- 
lidrooia di i/ e sì potrà sempre determinare un campo T nel piano della varia- 
bile complessa y tale che ad ogni valore rt ài y dell'intorno di T corrispondano 
costantemente piji di n valori distinti per x. Teniamo dunque a considerare, entro 
il campo T, n -f 1 rami distinti della funzione x di y,i quali rami non ammettendo 
alcun punto di diramazione vengono a costituire come n + 1 funzioni distinte di y, 
che diremo 

Se )] è un punto del campo T in cui queste n-^l funzioni non presentano al- 
cuna singolarilà e rimangono Unite, esse si potranno sviluppare in serie di potenze 
intere e positive di y - r] convergenti tutte entro un determinato cerchio dì cen- 
tro )], che sarà tutto compreso entro il campo T; questo cerchio verrà detto 8 , 
ed entro esso sarà: 

Wy) = c,,o + c,,,(v-)5) + c,,,(y-i7)»+ (r-1,2, 3, ...n+t). 

Per ogni valore di y preso entro il campo T, ed in particolare entro il cerchio 
S, corrisponderanno due valori ^^ e 5^ ed un numero intero k che verificheranno 
certamente l'eguaglianza (9) (*) ; ma i valori degl'indici X , (a e dell'esponente h po- 
tranno essi variare al variare di y? Le considerazioni qui appresso hanno per og- 
getto di rispondere a questa domanda, importante per ciò che segue. 

Se nel primo membro della (9) sostituiamo alle gj. > v ' rispettivi sviluppi in 
serie e combiniamo gl'indici X e (t in tutti i modi possibili, avremo n(n + l) serie 
dì potenze convellenti entro il cerchio S; siano queste 

(10) Px^(y-i;A), 

dove h è un numero intero indeterminato. (Giova notare che prendendo tutte le 
disposizioni degli indici X e (i, cioè prendendo P^^ come diverso da P^ , il caso 
di h negativo viene incluso in virtù della forma speciale del 1" membro dell «(9).) 
Ad ogni valore di y dell'interno del cerchio corrisponde un valore di h pel quale 
una delle n(n-t-l) serie (10) si annulla necessariamente. 
Ciò posto, non si avrà contemporaneamente 



(*) y. la nota citata ami Readiconti dell'Istitnto Lombardo. 
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perchè ne risulterebbe 



che è in contraddiiione colla (8), oppure 

che è inaininìssibile. Dunque tutte le n(n + l) espressioni 

<i 1) Ito 5i5^ + m, 5i + m, 5p, + ni, 

non saranno zero identicamente, perchè allora non si potrebbe annullare alcuna 
delle (10) : e considereremo le P;^^ corrispondenti a quelle combinazioni di indici 
per coi le ()Ì) non sono identicamente nulle. 

Considerando quelle espressioni (1)) che non sono identicameute nulle, (cioè 
per qualunque valore di y proso entro S). esìslerik per ciascuna di esse, che è una 
serie dì potenze di y - >), un cerchio di raggio finito e tanto piccolo che entro esso 
la serie corrispondente non si annulli mai. o si annulli al p\h nel solo posto >] : 
determiniamo il mìnimo di questi cerchi e descrifiamo con raggio inreriore alla 
metà del raggio dì questo cerchio minimo un nuovo cerchio che sia tutto conte- 
nuto in esso: diciamo a questo nuovo cerchio. >]a il suo centro; ijq sì dovrà evi- 
dentemente riguardare come appartenente ad S. Per nessun punto dell'interno del 
cerchio s si annullerà una delle serie (11) e non diventerà neanche inQnitesimo il 
valore di essa espressione : percui il valore di h corrispondente ad ogni punto y 
dell'interno di a non sarà mu infinito e si potrà assegnare un numero intero H 
maggiore dì qualsiasi h. 



Considerando allora le 



Hn(n + 1) 



(12) Pi,.(y->i ; ft). 

doTe h invece di essere indeterminato ammette ora gli H valori 

1 , 2 , 3, . . . H, 

potremo trasformare tutte queste serie in serie di potenze di y-Ho, convergenti 
entro tutto il cerchio a. Per il teorema già richiamato sulla teoria delle Fun- 
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Bionl , esiste per ciascuna di queste serie un cerchio dì contro t;^ e dì raggio fi- 
nito entro cut la serie medesima non si annulla mai o si annuita al più nel cen- 
tro )], : e se prendiamo il minimo Oq di questi cerchi, che pur è di raggio Anito, 
in un punto i/, di e^ alcuna delle serie (12) si può annullare, a meno di non es- 
sere identicamente zero. Ma questo è contro ciò che sappiamo , che; anche per 
i/ = i/q una delle (12) si deve annullare; dunque una delle (12) sarà identicamente 
nulla in tulto «o e quindi in tutto S, e perciò si avrà una coppia determinata X,^ 
ed un intero determinato h pel quale, per ogni valore di y sarà 

22. A questo punto diamo agli n + 1 rami 

5. , 5, 5»*, 

della funzione x di y , che fin qui erano qualunque, valori speciali : e cioè pren- 
diamo i seguenti 

g,w5 , w*5 w"5, 

dove ^ è un ramo qualunque della funzione ; per quanto si è dimostrato , esiste- 
ranno tre numeri interi X , )x , ft tali che la (9) sia soddisfatta per qualunque va- 
lore di y preso in un certo campo ; e nel caso attuale la (9) si riduce ad 

(13) (l-w*)maw''^''«*+(n»tw''+™»w''-'"i"*''''-'"iw''*'')t+»n,(l - w*) = 0. 

Ora, poiché questa eguaglianza dove X.in./i hanno valori costanti è soddisfatta 
per più di due valori di g, essa dovrà ridursi ad una identità, e quindi si avrà 

,' ma = 

{Hi \ n»,(w^ - u**f) + m,((o'^ - w"+*) = 

lm, = 0, 

e unendo U prima e l'ultima dì queste colle (7) che già sappiamo dover essere ve- 
rificate, troviamo tra i coefficienti a,- dell'equazione (I) le seguente quattro equa- 
zioni dì condizione: 

/ a',a', ~ a'„aj = 

\ a.a', — 0,0, = 

("' . . , r. 

f a\a , - a oOj = 

l o-a', -- H.n, =0; 
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e dobbiamo ora cercare quali conclusioni bi possono ricavare da queste equazioni 
circa alla forma possibile per l'equazione (I). 

23. Se si vuole che lii definizione di equazione caraUerìstica abbia un signiUcato, 
non bisogna che l'equazione (ì) si possa scindere in un prodotto di due equazioni 
contenenti ciascuna meno di tre variabili. Quest'avvertenza si dovrà tener presente 
nella discussione che segue- 

Di pili m^ ò essenzialmente diverso da ttt, , cioè sì ha 

(16) a,a', - aj'i'o - aia\ + fl^a'» ^ 0. 

1.° Non possono essere tutti i coefDcienti a, divelrsi da zero. Infatti ne ri- 
sulterebbe 

o', a', fl, a', ' 

e la (I) diverrebbe: 

(&x, + t) (n, or, acj + o', x, + a', x, + aV = , 

il che è inammissibile per quanto si è detto. 

2." Non possono essere diverse da zero tutte le o^ che entrano in due qua- 
lunque dei binomi (15). Infatti nei primi due binomi entrano tutte le n,-, e se pren- 
diamo il primo ed il terzo e supponiamo che le Of ohe entrano in questi siano tutte 
diverse da zero, ne dovrà risultare 

fl, = . ' «0=0, 
e 

a\ a'o a j 

e la (1) si ridurrebbe a 

(ftaj, + 1 ) (o'i aj, + a', 03, + a'g) = , 

forma inammissibile come mi caso precedente. 

3." Non possono essere contemporaneamente diverse da zero neppure le Of 
che entrano in uno solo dei binomi (15). Se fossero infatti 



diverse da zero, dovendo essere nulli per l'osserrazìone precedente tutti i sei prodotti 
a^a'i , a,a, , a',a', , n'oOi • Otfl-'t • '^t^i 
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ne risulterebbe 

a, = , a, = , a'j = , 0^ = 0, 

e quindi sarebbe nullo il primo membro della (16), contro l'ipotosi. 
Si è dunque condotti a concludere che 

a',a\ ~ a\aa ~ OgO', = OtO^ = 

O'jtt'i = l'ofli = OoH'i = «»«) = , 

e dovendosi verificare la (16), almeno una delle coppie 

Of . a'i (i = , 1 , 2 , 3) 

dovrà essere diversa da zero. 

Supponendo allora a, ed a'^ diverse da zero, ne segue 

{il) Oj = o'j = 0, = a'( = , 

e la (1) si riduce ad 

a^,x^ + u,iC,Xj + a\x, + u'„ = , 

e supponendo invece a, ed a', diverge da zero, viene 

(18) n, = a', = a, = o', = 0, 

e la (1) diventa 

a^,cc, + a^,Xx + a'»», + o'joe, = . 

24. Riprendendo le formotc (4) ne)ri|iotcsi che siano soddisfatte le (11), esse 
danno : 





»=C«i»'i -".<■'.) 5i 




1 6 = 




|o = 




, <i = (o,a',-o,oV5, 


e IB (8) diTODte 




m 


!-'■ 
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e scrivendo invoce le (4) nell'ipotesi (18), 8i ha 





o=(aaa'j-a,a',)g^ 




6-0 




c = 




d=:(o,a's- fl|«'i)l 


e la (8) dà allora 




Wì 


^"'- 



c le fonnole (19) e (19') danno ta risposta alla domanda propostaci a$ ?0, se cioè 
te funzioni f(x) che hanno un'equazione carattGrìatica rispetto alla (!)■ ridotte con 
una trasfonnazione lineare ad avere la proprietà 

f(x) = nKc), 

coincidono colle funzioni studiate nella prima parte di questo lavoro. Tali formole 
ci dicono infatti che se >] ò un valore che la funzione j/ di ce assume per più di n 
valori di x, e per esempio per n + 1 valori 

5, 5, - . - 5»*, , 
fra questi n+ 1 se ne troveranao necessariamente due li e $^, legati dalla relazione 

0, ciò che è lo stesso, la funzione non può assumere un valore qualsiasi per pia 
di n valori non congruenti di x, e questo basta a dimostrare che essa appartiene 
alle funzioni <ì{x) deQnite al $ 9. Viceversa al § 11 si è dimostrato che ogni fun- 
zione f(x) ammette un'equazione caratteristica (*)■ 



(*) Non si è fatto uso , nella dìacnssiona precedente , delU seconda eqnasione 
delle (14); questa non dà infatti nnlla di nuovo. Essendo m^^O p. e., essa si ri- 
duce ad 

m, (tì^ - w**'*) - , 

e non potendo essere m, = , ne risulta X = A -t- {jl , il che è dato ftnche dalla (19) 
quando si ponga 
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25. Abbiasi ora una funzione y = f(x) colla proprietà espressa dall'equazione 
funzionale (5), cioè periodica: sarà necessariamente 



OSSl% 

La funzione y = f(x) monodroma non può avere più di due periodi elementari, 
ai quali si rìcoDducono tutti gli altri : indicandoli con K e K' e con A ed A' numeri 
interi qualunque, potremo porre 



o, ritenendo le notazioni introdotte a ( 20, coll'avvertenza che ora tn, =mi, e pò* 
neodo di più 



n» = o')0'i — a'o<H > 



(21) n,(5x-5^-(hR + h'R') (m,5ig(,+m,{|i + 5^ + m,) = 0. 

Ciò posto, un ragionamento del tutto analogo a quello dei §§ 21 e seguenti ci 
persuaderà che deve esistere una coppia determinata di valori per gl'indici X e ;ji, 
e due numeri interi corrispondenti h ed h' , pei quaU l'eguaglianza (21) è soddisfalta 
per tutti i valori di y compresi entro un certo campo, cioè pei quali quest'eguaglianza 
ai riduce ad una identità. Prendendo allora, in luogo dei rami qualunque 

5, I, ■ • • i^i 

della fuiuione te di y, i particolari 

5, 5 + K,g + 2K. -..« + «&, 

dove € è un ramo qualunque , si avranno valori determinati X , [t , fi , /i' pei quali 
la (21), in cui ora 

?i = 5 + XK , 5^ = 5 + |iK-, 
TOL. xvni il 
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è soddisfatta per lutti i valori di y contenuti entro un certo campo, e ordinaodo 
la (31) essa si riduce ad 

m„5' + imoK(X + n) + 2m,|5 + Tn.KCX + jt) + m, - "'^~ff = 0. 

Ha se questa è soddisfatta per più di due valori di'g, come è per l'appunto il caso, 
essa Bì riduce ad una identità, cioè deve essere 

m, = 

n.(X-ti)K 
"*•" /iK + h-K' • 

e sostituendo questi Hsultati nelle (1) troviamo, tenendo conto delle (?0) , 

/ o = m, 

1 = 
l d=tn. , 



a m, 

e quest'ultima forinola dimostra che se )] è un valore qualunque di y che la Ain- 
sionc y = f(x) assume per più di n valori di x, p. es. per 



fta questi n+ì valori se ne trovano necessariamente due, ii e E^, legati dalla re- 
lazione 



Ot ciò che è Io stesso, la funzione non può assumere un valore qualsiasi per più 
di n valori che non differiscono fra loro per multipli dei periodi. Con ciò è dimo- 
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strato che se la funEÌone y = f(x) è semplicemente periodica , essa si esprime in 
funzione razionale di una esponenziale, e se è doppiamente periodica, essa è di quelle 
che conservano per tutti i valori finiti di x il carattere ragionale, cioè di quelle 
che abbiamo dette ellittiche- 

56. Si può cercare quale deve essere la forma dell'equazione (1) nel caso che 
la funzione y = f{x) sia periodica ; e perciò bisogna ricordare cbe ì coefficienti a^ 
sono Icg:ati dalle relazioni (20) e (23), cioè: 



(23) 



a^a\ — 0,0^ =0 
OjAi - a\a^ = 

\ flja', — a, o', = 0, 

ma nel tempo stesso i biaomii 

( o'.o'. - o,a'o 

m j 

devono essere diversi da zero. 

Non tutti i coefficienti a^ possono essere diversi da zero : in fatti ai potrebbe 
scrivere, se ciò fosse, 

flg _ Oq _ Of _ o'i _ . 

e si giungerebbe a scomporre l'equazione (i) in altre contenenti meno *i tre va- 
riabili, il che è inammissìbile; cosi non possono essere diversi da zero i coefficienti a^ 
nei tre primi binomi (?3). Non possono neanche essere diversi da sero i coefllcienti a^ 
cbe entrano nei primi due binomii (23), perchè in tal caso dovrebbero essere zero 
a', e a'g . e quindi i binomii (24) non sarebbero diversi da zero, contro l'ipotesi. 
Deve dunque essere 

Ool'i = "("t = 0|0| = Oofl'» = 0- 

Ciò premesso, distingueremo due casi: 
1 .0 Sia Og diverso da zero. Allora dovrà essere 

o*, = o', = , 
e eoa queste 

a^ = , ai=a,aiO. 
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Ha se Of = «i = , sono nulli i binomii (34), e se a, = 0, dalla 3' delle (23) segue 
a', = 0, e sono pure nulli i binomii (24), contro l'ipotesi: è dunque inammissìbile 
l'ipotesi o„ diverso in zero. 

?." Sia invece a^^ 0. Con questo può essere 

a, = , oppure a^ = a, = <i', = 0. 

Ma in quest'ultima i|iotesì segue che le (24) si annullano: dobbiamo quindi am 
mettere la prima ipotesi, e l'equazione (1) prende la forma 

CxXfXt + a,x,3Ct + a',a;, + H\Xt + a'^j + a', = 

eoUa condizione 

a,o', -a, a', = 0, 
e ponendo 



(o'jaCg + a^x^ {kx, + 1) f a\x, + o'o = 0. 

Si osseni per ultimo che essendo 

? = hR + h'K' 
a 

il numero k sarà necessariamente razionale, come risulta dalla terza delle (22); può 
essere anche 

ft = 0, 

ed allora l'equazione (1) prende la forma più semplice 

a',a5, + o'jX, + n'^ + a', = 0. 

27. Dalla nota citata (inserita nei Rendiconti dell' Istituto Lombardo) e dai §5 19 
e seg. di questo lavoro risulta che ogni funzione che ammette un'equazione carat 
teristica ammette anche equazioni funzionali della forma 
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dove a,b ,c,d, sono composti coi coedlcienti a^ dell' equaiione (1) e con due va- 
lori ^x ' ^it > (^''^ s' trovano sempre Tra n -^ 1 valori ( di se che fanno assumere ad 
y = f{x) un determinato valore >|. Di queste equazioni funzionali ne potremo dunque 
avere diverse, e anzi inflnite, perchè si può scegliere comunque il valore >) e per 
uno stesso valore di i) potranno esistere più coppie ix , i^ che daranno luogo a tali 
equazioni. 

Ora è dimostrato (Nota citata, $ III) che se l'espressione 

3 = ~ 4(a',a', - a'oa,)(o,a, - «oa ',) + (n,rt'o + a,a'j — a,a', -a^a'^* 

è nulla, tutte queste equazioni si possono ridurre a relazioni di periodicità sosti- 
tuendo alla variabile x una variabile z colla posizione 

_ mz + m' 
"^ z+ 1 

e considerando la y come ftinzioae di z; se invece S è diverso da zero, si può fare 
la sostituzione in modo che sia in tutte le equazioni (3) b = e e = , e si viene 
cosi ad avere tutte le equazioni funzionali nella forma 

fix) = ntù^x) , 

indicuido con u,, la quantità ^ il cui valore dipende dal valore scelto per i]. 

Or bene, se una sola delle u,, è tale che il suo modulo differisca dall'unità, 
si è nel caso contemplato a $$ 20 e seg. e valgono tutte le conclusioni ivi ottenute : 
il caso che ci rimane da esaminare è quello in cui tutte le ta^ hanno il loro modulo 
eguale all'unità. 

Intanto sappiamo doversi escludere il caso in cui le u,, sono della forma 



dove s è un numero reale che può diventare piccolo quanto si vuole, e cosi il caso 
in cui 8 è un numero incommensurabile, perchè abbiamo dimostrato ($ 3) che in 
simili casi la funzione non ammetterebbe in alcun punto x uno sviluppo in serie 
di potenze di x, cioè non sarebbe una funzione analitica nel senso stabilito. Se 
dunque la funzione f(x) ha tutti i suoi moltiplicatori u. col modulo uguale ad uno, 
si può asserire che essi saranno tutti della forma 
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dove h e Al sono numeri interi primi fra loro. Ed il numero h non potrà diventare 
grande quanto si vuole, perchè altrimenti prendendo l'intero [l in modo che sia 

itti = 1 (mod k) 

il che è sempre possibile, si avrebbe 



cioè un moltiplicalon: della forma e-"" con s infinitesimo, il che non è possibile. 
Dunque tutte le possibili u^ saranno potenze intere delle seguenti quantità, in 
numero Unito 

e'* , e^ , e*», e ^ , 

e quindi saranno potenze di una sola 



dove ft è il minimo multiplo dei numeri interi le, , ft, , . . . ftp. Da ciò risulta che nel 
caso che ora esaminiamo, i moltiplicatori della funzione saranno in numero finito, 
ed avranno ì k- i valori 



Ha per ogni valore di )j (preso entro un certo campo) esistono due valori fj^ , ì^ 
pei quali 



cioè (t. formole (4)) 

"».E:iEm. + ^*h + "*» -Il + "t» - Wfl (*»oyii + "hti + niti^ + m,) = ; 
posto il primo membro di questa equazione eguale a 
P(È1,V: 'ni- 



dore h è l'esponente 



1,2,3,..., ft - 1 , 
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che bisogna dare ad (o per ottenere u^, per ogni valore di >i entro un certo campo 
esisteranao due Talorì S^ , g,, pei quali una delle P sarà nulla. 

Ciò posto, essendo y funzione analitica di x, viceTersa x è ftinzìone analitica 
di 1/ e Bi potrà sempre prendere nel piano della variabile complessa y, un campo T 
entro il quale non esiste alcun punto di diramazione per n 4- 1 rami 

e. . E. . - . . {»*. 

della funzione x : e nell'intorno di un punto i] del campo T gli n + 1 rami di fun- 
zione si possono sviluppare in altrettante serie di potenze di y — n, convergenti 
entro cerchi determinati. Sostituendo nella P a ^x,^^, questi sviluppi, la P si svi- 
lupperà pure in serie di potenze, e dando ad /t i A: - 4 valori 

1,2,3 fc- 1 

e a )■ , (L i valori 1,2, 3, ..,11+1, avremo rappresentalo eon 

serie ili potenze convergenti entro un certo cerchio di centro n, in numero di 

n(T»+l) [&-!). 

Ora se nessuna di queste serie è nulla identicamente, esisterà per ciascuna di esse, 
e quindi per tutte, un cerchio di centro jj e di raggio e tanto piccolo che entro esso 
cerchio tutte le P siano sempre diverso da zero: questo non essendo, perchè per 
ogni valore >] anche dell' interno del cerchio e si annulla una P , risulta che deve 
esistere un sistema di indici X , [i. ed un numero intera h per cui sarà 

per tutti i valori di y compresi eotro un certo campo, e quindi per tutti i valori 
non singolari di y. Si può dunque concludere che posto 

(w,ifi,-m,)à-m,(l-i j,) 
' m,(l-M,)5i + "".-»,•»■ 

per quel determinato u^ , sarà 
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ossia clic la funzione y ~ f{x) avrà l'equazione fuDzìODale 



posto 



= M,m, — tn, 
= - m,(l - w^ 
j y - mo(l - u,) 



Se indichiamo 



003 + S - 06x4- S .. 
~ con 6x, -T 5 con i*x, 

ad ogni posto x corrispondono posti Occ , 4*x , ■ ■ . in cui ]a lUntione riprende lo 
stesso valore. Se questi sono costantemente in numero finito, la fimzione sarà ra- 
zionale: se in numero infinito, la funzione si potrà ricondurre da capo alle ^ (x) 
alle funzioni ellittiche, secondo che sarà 

(6 _ a)» + ip-y 

diverso da zero nullo. 

28. RJassumendo, troviamo che tutte le funsioni monoJrome aventi un'equa- 
zione caratteristica sono riducibili con una trasformazione lineare 

a funzioni razionali R(a;), 

a funzioni <t{x), 

a funzioni razionali di una esponenziale B(e^) 
a funzione ellittiche 9(e"), 

e che le forme più generali di tali funzioni sono le seguenti: 

dove R è simbolo di funzione razionale, e 7 è il simbolo delle fiiDzioni definite a $ 2. 
Settembre 1879. 
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SVLU LATITUDINE , LONGITUDIKE ED AZIHDT DEI PUNTI 
DI UNA BETE TNSONOHETKICA 



isroT^ 



DIL DOTTOS 



NICODEMO JADANZA 



PARTE I. 



Pel calcolo delle posizioni geograQclie dei varìi punti di una rete trigonome- 
trica sono stati indicali parecchi metodi; fra questi i principali sono quelli di D e- 
lambre e di Bessel. 

Le formole date da Delambre, mentre sono di un uso facilissimo quando i 
lati di una triangolazione non raggiungono 30 chiloioetri, riescono alquanto inco- 
mode pei lati di una lunghezza maggiore. 

Quelle date da Bessel, quantunque adatte per qualunque distanta, esigono 
un calcolo laborioso e quindi in pratica non sono molto utili, specialmente nel caso 
di una rete di triangoli molto estesa. 

Le formole date da C. G- Andrae nel Danske Gradmaalttij/ sono senza dub- 
bio le sole che alla facilità dui calcolo riuniscono il rigore richiesto. La dimostra- 
EÌODO e l'uso dì tali formole formano l'oggetto di questa Nota. 

La quisUoue che si tratta di risolvere è la seguente : 

Due jnmli A , B sono situali sulla superficie di un ellissoide di rotazione in- 
tomo all'asse mtnvre. Sono note la lafiludine tg del punto A, la distanza geode- 
tica AB = « e Vazimut Z del punto B suU'omzonle di A ; si cerca la laliludine 
<f' del punto B, Io differenza di longitudine 6 fra essi punti e l'azimut V del 
punto A sull'orizzonte dt B. 

TOL. XTIU. 18 
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Proponiamoci innanti tutto di calcolare la difTerenza tra le latitudini degli 
estremi di un arco di meridiano la cui lunghezza sia assegnata. 

Se con S, indìcbiamo la lunghezza di un arco di meridiano compreso tra due 

punti di latitudine f > f +a /ti si avrà 

E se con S' indichiamo la lunghezza del meridiano misurata in direzione op- 
posta alla precedente Tra le latitudini 9 , 9 - .t /t sarà pure 

" - \d^) 2"'"\d9«/'l-2-2'~ W'''»-2-3-2»'^ ■ ■ ' ' 
quindi 

Ora è noto che 

(/y ' da' ti^* ' 

p essendo il raggio di curviitura del meriJiano nel punto di latitudine f, ossia 

(1 -c*8en*cf)' 



(5^) = '«'f™'2». 



(trascurando i termini colle potenze di e su(ieriorÌ alla seconda^. 

Ponendo S = S, + 3' = alla lunghezza di un arco di meridiano la cui ampiezza 
è II, e dì cui p è il raggio di curvatura alla latitudine ? media delle latìtudiui dei 
suoi cslremi, sarà 
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donde, in secondi 



pscnt" L 8 \p/ J ^ ' 



La quale forinola dice che la dilTerenea tra le latitudini estreme di uà arco 
dì meridiano la cut lunghezza è s, si ottiene dividendo s pel raggio di curvatnra 

alla latitudine media, quando però 6 trascurabile il termine l-j . 



Dal punto B si conduca la geodetica BC perpendicolare al meridiano di A, e 
sia fa la latitudine del punto C. Se la normale all' ellissoide nel punto C incontra 
l'asse di rotazione nei punto F; preso questo punto come centro e con raggio 
uguale a CF= N^ descrìtta una sfera, questa sarà tangente l'ellissoide lungo il pa- 
rallelo che passa per C. Se si congiunge il punto F coi punti C , B si formerà un 
triangolo sferico rettangolo in C. Di questo triangolo l'angolo al polo sarà uguale 

a 6 differenza di longitudine tra A e B ; il lato opposto sarà v = ^ j^ e gli 

n^ sen 1 

altri due Iati saranno 

90"-,,, , 90'-(T,-i) 

essendo I la differenza di latitudine sferica tra il punto B ed il punto C Chia- 
mando m la convergenea dei meridiani al punto B, l'angolo in B sarà 



Le quantità 



saranno date dallo equazioni 



tgft =tgvseo9o 
tgm = sent)tgiBo 
8en((?a - 1) = COSI) sentpo . 
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donde, Gviluppando in serie si ottengoDO le altre 

»=t)sec?,[l--j-tB"?J 

La latitudine 9, sarà nota caloolantlo il lato AC del triangolo ABC ; la diffe- 
renza di latitudine %- f' tra il punto C ed il punto B sì può con sulHciente esat- 
tezza calcolare dal piccolo arco di meridiano BD compreso tra il punto B ed il pa- 
rallelo che passa per C ; ossia, ponendo 

dalla equazione 

0= — i t . 

Pv 

dove p, ìndica U raggio di curvatura del meridiano alla latitudine f — s = - v ■ . 
E se Po è il raggio di curvatura del meridiano alla latitudine f g si può anche scriTcre 

Po 

giacché la dìCrerenza tra p, e p, è talmente piccola da non produrre alterazione sul 
valore di a. 

3. 

É necessario esaminare più da vicino lo scostamento tra la sfera e lo sreroide, 
perchè sìa posta in evidenza l'esattezza delle Tormole precedenti. 

Il piano FCB taglia lo sferoide secondo una ellisse , la quale è diversa dalla 
geodetica che termina agli stessi estremi CB. Però se si osserva che un arco di 
sezione verticale differisce da quello di una geodetica avente gli stessi estremi sol- 
tanto nei termini di 1" ordine, come rilevasi dalla espressione 

) 8> 

d = gg^ -e* — -cos'cp-sen^Sa 
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che rappresenta tale diiTereoza, sarà lecito ritenere come coincidenll queste due 
curve. 

La dilTerenza tra gli azimut della geodetica e delta sezione verticale nel punto 
G nemineno può influire sui risultamenti del calcolo, poiché quando Ben?a = 0, 
essa comincia con un termine di i** ordine, come rilevasi dalla formola 

I e»co3*(psen2a »» 1 , , 8* 

'=r2 — r--p — rrxt^'"'^'"""^- 

Vero la sestone ellittica GB (che può sostituire la linea geodetica) è di bel 
nuovo diversa dal corrispondente cateto del triangolo sferico rettangolo, poiché il 
punto B non giace sulla suddetta sfera, la quale è intersecata dalla retta FB in un 
punto B, che giace al di sopra di B. È necessario quindi esaminare la dìfTcrenza 
ira l'arco ellittico CB e l'arco circolare GB,, 

Che tale difTerenia debba essere di ordine più elevato che la distanza BB„ può 
dimostrarsi nel seguente modo. 

Se nel piano della sezione verticale GBBg s'innalza la normale all'arco ellittico 
CB nel suo estremo B, e con B, si indica ii punto d* intersezione di essa normale 
con l'arco circolare prolungato, è chiaro che l'arco ellittico dovrà essere minore 
dell'arco circolare GB, , poiché se intorno all'asse BB, si fa girare la figura GBB, 
finché il punto C cade sul suo simmetrico C, rispetto a detto asse, si vedrà che 
l'arco circolare spezzato CBtC, é esterno all'arco ellittico converso CBC,, e quindi 

CB < CB,. 

Ha a€ nello stesso piano si fa girare intomo al punto G l'arco ellittico GB 
finché l'altro estremo B incontri l'arco circolare in un punto B^ , sarà evidente che 
l'arco circolare (arco di circolo massimo) CBi sarà minore di GB. 

La differenza tra gli archi CB e CB^ sarà dunque minore del piccolo arco cir- 
colare B, B,, ossia minore di BB^ tg (B, BB,), dove tg(B,BB|) è dello stesso ordine 
dell'arco a della corda CB (potendosi l'angolo B,BB| considerare come coincidente 
con l'angolo formato in B fra la tangente della ellisse e la corda GB). 

Nel caso che consideriamo Farco GB è una gr&ndezia di 1* ordine; Il pro- 
dotto BBotg(BtBBi) sarà superiore di un ordine a BBg. 

Nel piano meridiano che passa per B , se D è il punto del parallelo dove la 
sfera e lo sferoide sono tangenti, la diflérenza tra gli archi circolare ed ellittico 
DB, e DB sarà mmore di una grandezza che è superiore di due ordini a BB« (ciò 
che può dimostrarsi con considerazioni analoghe alle precedenti). 

È facile inoltre determinare l'angolo D ne) piccolo triangolo rettilineo DB^B. 

Infatti la tangente del meridiano in D forma l' angolo = con la corda DB, , e 
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siccome ti suo>angolo con la corda DB con più che aufflciente esattezsa può essere 
posto eguale a 

2' Po' 



"4(^'). 



il die mostra clic l'angolo D è <li 3" online , e quindi la distanEa BBg s»rà una 
grandezza di K<* ordine. 

Segue da ciò che le dilTerenzc d'arco 

DB, - DB e CH„ - CB 

saranno minori rielle picc<ile grandezze di 7" e 6" ordine rispcttivamenie. 

Vogliamo unclie Tur notare clie la dircKÌone della linea geodetica nel punto B 
può riguardarsi come coincidunic con la direzione della sezione verticale CB; poi- 
ché la ditTerenza tra queste due direzioni i data da 



C = TTT-i rr, ■ t-* cos* f sen 2« , 

4N„*senl" 

la quale diventa trascurabile nel nostro casa, in cui a(azimut) <lifTerìsce da 90" 
per la convergenza dei meridiani. 

4. 

Indicliiamo con Q e P i lati AC , CB del triangolo sfcroidico ACB , e suppo- 
niamo dato \B = $, e l'azimut CAB = Z. Se 3e è l'eccesso sferoidico di esso trian- 
golo, gli angoli del triangolo piano avente gli stessi lati saranno 



e quindi 



C, = 90*» - e , B, - 90» ^ Z h 2e 



t-cos(Z-2e) _ __ssen(Z — s) 
cose ' ~~ cose ' 



dby Google 



X 1*3 X 
sicché fino ai termini di i" ordine inclusifamente, sarà 



p^senl" " p^senl" 



(S) 



dove Pm i )' raggio di curvatura alla latitudine media di C ed A. 
L'azimut Z' del punto A sull'orizzonte di B sarà dato da 

Z'=180" + Z + m- 3e (6) 

e la latitudine a' dall'altra 

9'~9 = <P„-9-(?o-<p'). 
ossia, posto 

9, - T = « 
9'-9 = M-«- H) 

Per conoscere i valori dì u e v anzi tutto è necessario calcolare l'eccesso sfe- 
rico 3t. Ora si ha 

2pNscnl' ' 
e quindi 

_«*-scnZcosZ 
^'- ^pNacnl" '*' 

Lo sviluppo in serie 1(1 +3;) applicato alle formolo (I) e (3) dà, ricordando 
che nel nostro caso /t = u 

logu= log i77- -3-c*cos2o-( ) 

log = log D sec So — — i* tg* 9„ 



g?H = l0gDlg9. --g-tJ»- -j-t*tg»9„ 



-T- ti» ti 



-ti»tg»9„ 
dove M è il modulo del sistema dei logaritmi Briggiani. 
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E se si tiene conto delle equazioni (5), e si pone per brevità 

p=w8ec?, , q = wtg?a ; <7o=^senr't)*tg(Pa = 5-=-seni"»g 

'Po 2Pj 

e = -^senM' 



3 

log 9 =logp —icq* 

log m = log 7 -2ct)*-4c9* 

log = log Oa - cu* - Zcq* 



(9) 



Finora abbiamo supposto il punto B situato nel primo quadrante ; ma £ facile 
vedere cbe le forinole sono vere in qualunque caso. 

Le quantità u, e v non debbono essere considerate come quantità numeriche, 
si bene come algebriche che cambiano segno nei diTersì quadranti ; di modo che 
«0 diventa negativa se il punto B giace nel 2' e 3° quadrante, e v diventa nega- 
tÌTO se B giace nel 3' e 4° quadrante. Le variazioni negli ango]i A^ e E, del trian- 
golo piano in conseguenza delle variazioni di Z nei diversi quadranti , sono inte 
ramente compensate dalle variazioni di segno dell'eccesso sferoidico 3e, che deve 
essere anch'esso considerato come una quantità algebrica positiva net l°e3'' qua- 
drante, negativa nel 2" e 4». 

Le formole sviluppate innanzi sono cosi rigorose da poter essere applicate 
anche ai maggiori lati di un triangolo di 1° ordine in cui gli angoli siano misu- 
rati direttamente. 

Per un lato di 7S chilometri ai può ritenere senza errore sensibile logu-logu,, 
e si può trascurare la correzione a logg,- 

Avendo una tavola dove sieno registrati di minuto in minuto i valori di 

" 2pNBonl" ** psenl' Nsenl' ?p 

il calcolo riesce oltremodo semplice. 

Poiché non è conosciuta anticipatamente la latitudine f^ del punto C , il cal- 
colo di Ug potrà essere fatto con metodo indireito, assumendo por primo valore 
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di p„ quello corrispondente alla latitudine del punto di partenza A, e quindi farri 
la corretione dovuta. 

6. 
Come applicazione delle rormole precedenti, riportiamo qui un esempio nume- 
rico- Per comoditi di calcolo poniamo 

i = . .,' ,„ , ii=— L7, , ni = i5-'-iT, ■ ry=-5-8enr' 

zpHsenl psenl Nsenl 2p 

Punto dato A 

7 = 44' 25' 59",021 

loDgitudine = - 3* 33' 13",446 

Azimut di B su A = Z = t03' 38'00",I51 

log distanza AB = logs = 4,6943348. 

Tipo del oalooio. 



Slogs =9.38861 

log senZ=9. 98759 

logco8Z = 9.31-?37 

logi =1.46411 

log35=0.45i8U 
3s= 1",422 



s=-0 . 414 
Z- e -103 38 60.631 
Z-?i=103 38 1)1.165 



logs=4. 6943348 

logc«is(Z-2s)=9. 3133831 

loglU8.SIOS5'" 

2.5112135 

corr. per la lat. 7,, +40 

log «,=«112115 

«, = - 6'H".8I4 
»=44 25 59. CI 



log»=4.6943348 

log scncZ~e):^9. 9815813 

logln=8.S09O188 

log i)=3. 1909949 

logc=4.92915 
2log 9=6.36161 

logcg*=l. 29136 

C5'=19.56;4b5>=18 

logc=4.9291S 
2 log t=6. 38 199 

logciJ'=1.31114 



c»'=20.5 
2c»>=41 



Iogv^3.l909949 
cologcos7,= 0.14548 15 

logp =W364164 
-4c9"= 

log*: 



-18 



3.3364686 

«=+36' I0".044 

Longitudine data 
= ~.3»53'13".446 
«= +36I0".644 

Lonsitudiue cercata 
= -3M1'03".4l)2 



log»-3.1909949 
logtgT,=9.9898l33 

log 5=377808084 

-(2«J*+4eg*)=-119 

login=3.l801965 

111 = 25' 16".310 

180+Z=283 38 00.151 
m-3e = + 25 11.162 



Azimut Z' 
= 284' 03' 11.919 



loi; 0=3.1909949 
log9=3.I8i;8084 
loglV=4.386U3E6 

log 0,^7518389 



o,= 5".126 



», = 44 19 41.201 
c,= S.126 

Latitudine <p' 
= 44" 19' 35".481 
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Per meglio far Tederò l'csattesza delle torroole {irecedeuU supponiamo dato un 
triangolo geodetico ABC. I vertici A,l) sieno quelli considerati nell' esemtiio pre- 
cedente, e calcoliamo la posizione geografica del vertice G facendola provenire tanto 
da A, quanto da B. 

I dati sono i seguenti : 

Punto dato A Punto dato B 

Utitudìne f = 44° 25' 59".02 1 Latitudine ? = 44" 19' 35" 481 

Longitudine =^ - 3 53 13 . 446 Longitudine = - 3 ti 03 . 402 

Azimut di C su A = 203 48 27 . 687 Azimut di G su B = 256 22 05 . 069 
log Iato AC = 4,4640903 log lato BC - 4,7000939 

Con calcolo analogo al precedente si trova 

Posizione geografica di C 

Proveniente da A Proveniente da B 

Latitudine 9'= 44' II' 35".638 Latitudine <f'= 44" 11' 35".637 

Longitudine =- 4 03 02.713 Longitudine = - 4 02 02.714 

Azimut di A su C= 23 42 17 .951 Azimut di B su = 75 50 41 .167- 

La difTerenza tra questi due aeimut è 

sa» 08' 23".2I6 
mentre l'angolo sferico misurato direttamente sul punto C tra A e B è 
52' 08' 23".22. 



dby Google 



)( I" X 



PARTE II. 



Le forinole date nella 1* parte sono più che sunicìenti pel calcolo delle posi- 
eìoqì geografiche dei Tarli punti di una rete trigonometrica. Siccome può accadere 
che le formole più rigorose possano trovare applicazione al calcolo delle posisioni 
geograflehe di punti situati a grande distanza, crediamo utile sviluppare la solu- 
zione del problema con maggior rigore limitandoci ai termini di 5" ordine per la 
Latitudine e Longiiuiiinè ed ai termini del 4° ordine per l'azimut. 

1. 

mpreadìamo la formota 



"(^>^m>^- 



e riteniamo i termini che contengono e* nel valore di 






Si avrà 



(-fi) - 3e*p C08 29 + 18 e*p sen*? - 2i e*p sen'? , 
= p/t [l + geVi»Uo82ip + e*(6sen»(j-7sen*(p))] , 



donde fino ai termini dì 5* ordine inclusivamentc 



A= — 5-- [l - 1 e» (-)* (cosZ? + e* sen'ip(6 - 7 sen*<p))l (lO) 
psenl L 8 \p / \ /J 
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Nel passare dal punto C al punto B, colendo adoperare il triangolo sferico di 
cui si è parlato anteccdcnlciDente non possiamo più considerare come coincidenti 
le direzioni della geodetica e della sezione verticale, gìaccliè la Tormola 

1 'e* cos*® sen 2ot 8* 1 . _ «■ ,. , , 

' = 12 T^ S^-l8-''«™2»sen,.^ (11) 

mostra che la linea geo;letÌca giace sempre pia a sud della sezione normale, e che 
la difTerenza tra le due direzioni è una pìccola quantità di i" ordine S, che si de- 
termina mediante l'equazione 



p' sen 1" ' 
ossia nel nostro caso, dall'altra 

«3 = ^6» seii29,-w» sen» V (19) 

Se la linea geodetica nel punto C è perpenrli colare al meridiano, il triangolo 
sferico avrà in esso punto un angolo che è un pò meno di 90", e la correzione è 
data dalla (12). Però, siccome si è visto aiiteceiientemente die le difTcrenze CBo— GB 
e DBg-DB sono pìccole grandezze dì 6" e 1° ordine, noi possiamo di nuovo otte- 
nere le quantità i,m,l con le equazioni (2); l'ultima delle quali, piij conforme- 
mente allo scopo, può essere trasformata nel seguente modo. Dalla equazione 

sen (?, - ~ "^osv sen 9, 



senI = sen9o(-coS9, cos«± Vsen*D+cos*9,cos*t!) ; 
e poiché si ha pure 

sostituendo questo valore nella precedente si ottiene 



(13). 
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Per ottenere il valore di o non conTiene pid adoperare la (4), eibbCDO l'altra 

Pv 
e poiché Pi, e p, araendue funzioni della latitudine, corrispondono a diversi argo- 
menti daremo al rapporto ■—- una forma più conveniente. É facile vedere ohe 

P. = P. (* - 2 e* ^ sen ??„) . 
quindi sarà 

Pv Po '^ 4 / 

Similmente se N„ e p„ indicano i valori di No e p corrispondenti all'argomento 
fe-(». sarà 



—^ =—^ (! + e* pbt sen2<p„) , 
■■ ^^^^, (* + 4 e»o sen 29„) sen r tg ^ sen t. 



(14) 



dove si osservi che la sostituzione di Beni ad t non può influire che nei termini 
dt 6° ordine. 

3. 

Andiamo ora a determinare le quantità 

p^senl" n,senr 

Per fare ciò consideriamo il triangolo sferoidico ABC, ed indichiamo con A^ , 
Be,C« gli angoli del triangolo rettiUneo avente ì medesimi Iati. 
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Le formole che danno le differenze A-A^.B-B^iC-Cg è noto che sono 
le seguenti ; 

16' + 'te' + o'i 



A-A,= 



2 r„ » ^ 



30f•^■■ 



dove a , p . -f sono le curvature della superficie ai tre vertici del triangolo , £ è 
l'area del triangolo, e p ed N sono 1 due raggi di curvatura delle due sezioni nor- 
mali principali nel vertice A- 
Nel nostro caso si ha 

8icch6 possiamo porre 

c' = a> + 6' . 1 = ^ 
e 

p = Tf = a(l +2e'«,sen2T8enl"). 

Avremo dunque 

. ■ »' r. , 1» o 4<i' + 16'l I 

Per calcolare i lati a e b che entrano nelle Tormole precedenti profittiamo dei 
rapporti 

senAj senB, 

senCg ' senCo' 
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Fino ai termini dei 4" urdine incIusiTamente si ba 



quiodi flao ai termini di S° ordine incIusiTamente, sarà 

o = s 8en(Z - 5,) , 6 = s cos(Z - 5,) (16) 

e le quantità £< . S^ espresse in secondi sdiranno (Interminate dalle equazioni; 

^' = 6llU^ i' + " "- ^^" ' ^'" ^-f + -60^) 

5.= 5-E- — TT, 1 1 + r« "oSenl"8en?ip f ■■ -r. ., - 1 -5,. 
* SpNaenl" V 4 " ^ GOpN / 

Intanto, siccome -fino ai termini del 4" ordine inclusivamente si ha: 

a = SSen(Z- ;r-iiì 77,) = 8 8enZ ( I - t— r;) 

\ CpHaenl'v ^ 6pN/ 

6 = 8COs(z---^-— -)=scosz(l + ^); 

se si pone per brevità 

8 sen Z _ , _ ìcosZ _ , 
Nsenl" ~ ' paenr" ° 

si avrà colla medesima esattezza 

, «'«o'senrr, , ,« , , 8enM"(l9w'«-3ttVj'| \ 

«, = — 2- [1 + e*Uo8enl"8enS(p+ ^ ^J J 

(lì) 

«1= — *3 [I + je»u„ seni' 860 2?+ =^-g^j ~\-^*'l 
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Questi fnlori di S, e S, sostituiti nelle (16) danno 



T7)-88eD(Z -8j) 



p^senl" • p^senl" 



Sesta a trovare l'azimut Z,. 

Indichiamo con z„ l'azimut sferico del punto G in 6, con Zg l'azimut della sc- 
Eione piana che possa per la normale del punto B e pel punto C, e con Zg' l'axi- 
mut in B della geodetica liC. Poniumo la identità, 

Z'„ = 3o f (Z„ - z„) - (Z„ - Z',) (1 9j 

e cerchiamo le espressioni di Z^ - ^„ e di Z, - Z ,. 

La normale all'ellissoide nel punto B. e le retle FBBg e BC delerminano un 
triangolo sferico di cui due lati sono 

9U + tì e l-o-i 

(S essendo la depressione di C sull'orizzonte di E), l'angolo compreso tra essi 6 
360°-Z, e l'angolo o|iposto al primo lato è 3„- 180". 
Per una nota formola trigonometrica si ha 

cot (90'' + 0) sen I = cos ^ cos Z^ - sen Z, cot z^ , 



sen(Z, -2p) = sen2, (tg8 8en+ - ScosZ.sen's'j'). 
£ poiché 

Ut i^recedente si trasforma in 

6en(Zo - z,) = - tg'j sentii , 
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OTvero colla steraa esHttezea 



, seni" . , . 
— 1= — j — c*«*8en29„ , 

qaiDcli 

Z„ - z, = - g e» sen* 1" w' sen 2 9, (20) 

Se nella forinola (II) si pone a = 970 + m e si osserva che con più che suf- 
ficiente csatteiEa possiaioa scrivere 



sen2a= - 2 seni"-ulg<p, ; seDa= - 1 , 



Zo-Z',= -^c»senM"-i;'sen2<?, (21) 

Adunque la (19) dà 

Z'„ = 270+m-48,. (22) 

Intanto, poiché 



B = 180- + 3s - (A t C) = 90- - Z + Se - 8, , 

sarà 

Z, = 180' + Z + m - 3 8, - 3e. (23) 

TOL. xnii 20 
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L'eccesso sferoidico 3e che entra nella forinola precedente si otterrà sommando 
le (15); si airà 

ipNsenl' L 3 " ^ 12pN J 

ovvero 

- sen1"-tt„V r, 4 , ,,, « sen*i"(5v'* -ti'»*)! ,«,v 
3e = ■ ' — 1 1 + =e»Uo6enl"8en2if + — ^\ (?4) 

5. 

Tutto ciò che si è detto precedentemente può riassumers in un modo più sem- 
plice. Poniamo 

H = -gMsen*l"e»fco829 + e»3en»9(6 1 sen*^p)j , 
K = s^ sen* i" e* senS? 

un indice differente, secondocl 
inno pel calcolo sono le seguen 

(p' - 9 = « - ff '. 

Z, = 180 + Z + m - 3e - 3«j J 

, _ acosZ _ , BsenZ 

""psenl" ' "Nsenl" 

\ 

t =sBenr'u'ot)'+8Kw'oV + 2Sc,u'o«'*-5c,«'oV 

\ (?6) 

8, =e-2Kt*'oV-6c,«>'* + 3c,u'flV ' 

a, = 2b - Ku',>ti' - 2c, u>'* + 6c, (*'*«' - 8, 
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Le quantità H e E avranno un indice differente, secondochè varierà la latitudine o. 
Le formole che serviranno pel calcolo sono le seguenti 



(25) 





)( iS5 K 


1 

p.seDl 


r,8C08(Z-8J , 1 




logu = logu.-iH,i., 




tgfl =tg«sec9. 




tgm = senv tg9. 



(SS) 



= G sen « tg s sen ?„ 



Anche qui si ò supposto il punto B giacente nel 1" quadrante ; è facile però 
vedere che le forinole sono generali, giacché le variaiioni che derivano da uno spo- 
siamento del punto B nel 2* 3* e i" quadrante sono interamente compensate dai 
corrispondenti cambiamenti di segno delle grandezze indicate con n^ , v , s , S, le 
quali sono funzioni di seaZ e cosZ. 

La soluzione ha un rigore tale che il calcolo, anche per una distanza di 400 
chilometri, servendosi però dei logaritmi*» IO cifre decimali, darà la Latitudine e 
Longitudine fino ai centomillesimi e l'Azimut fino ai diecimiUesimi di secondo- 
Tenuto conto della esattezza, il calcolo, che presuppone un Umitato apparato 
dì tavole ausiliarie, è molto semplice. Nel calcolo delle quantità date dalle formo- 
le (26) si può limitare ai logaritmi di sette cifre, e per i termini di (* ordine che 
entrano in esse il calcolo può f»rsi con quattro cifre. 

A tal modo i logaritmi a dieci cifre debbono essere adoperati soltanto nel cal- 
colo delle quantità date dalle formolo ('il) e (38). 

Qui appresso diamo una tavola ausiliaria di 10 primi in 10 primi dove sono 
registrali ì logaritmi delle quantità che abbiamo chiamato I, II, III e IV. Essa ò 
calcolata cogli elementi dello sferoide terrestre dati da Bessel, cioè 

Ioga =6.80(6434631 

log \/n^= 9.998545820 

loge> =7.8»41041S 

«(schiMfflamento) = norrs- ' 
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Tavola ausiliaria 



9 


I 
'""•apNsenl" 


II 

"'«•p.eul- 






86". 00' 
10 
20 
SO 
40 
50 


1.4050U 
1.404995 
1.404979 
1.404963 
1.404947 
1.404931 


8.5111861 
8.5111740 6 
8.51116195 
8.5111493 4 
8.5111377 1 
8.5111255 3 


120.4 

121.1 
121,1 
121.3 
121 8 
121.6 


8.5092803 6 
8,5092763 5 
8,5092723 1 
8,5092682 7 
8,5092642 3 
8.5092601 7 


40 1 
40.4 
40.4 
40.4 
40.6 

40.5 


4 3S64506 
4.3804426 
4,3364:145 
4.S864264 
4.3864184 
4,3664102 


87».O0' 
10 
20 
SO 
40 
50 


1.404914 
1.404898 
1.4048S2 
1.404865 
1.404849 
1.40483S 


8.6111 183 8 
8.5111011 7 
8.5110889 6 
8.5110-67 2 
8,5110644 6 
8.5110621 9 


122.1 
122.1 
122.4 
122.6 
122.7 
123.0 


8.5092561 2 
8.5092520 5 
8.5092179 8 
8.5092439 
8.5092398 1 
8,5092357 2 


40.7 
40.7 
40.8 
40 9 
40.9 
41.0 


4 3861021 ! 
4 3863940 
4 38638.'.9 
43863777 
4.3868695 
4.S86S613 


SSi.OO' 
10 
20 
80 
40 
50 


1.404816 
1 404800 
1.404784 
1.404767 
1.404751 
1.104734 


8.5110398 9 
8.5110275 9 
8.5110162 6 
8 5110029 
8.6109905 3 
8.5109781 7 


123.0 
128.4 
123.5 
123.7 
123.6 
124,1 


8,6092316 2 
8.5092275 2 
8.6092234 1 
8.6092192 9 
8.5092151 7 
8.5092110 5 


41.0 
41.1 
41.2 
41.2 
41.2 
41.4 


4.3863631 
4.3863449 
4.3868367 
4.3868285 
4,3863202 
4,3863120 


89O.00' 
10 
20 
30 
40 
50 


1.404718 
1.404701 
1.404684 
1.404668 
1.104651 
1.404635 


8.5109667 6 
8.5109533 6 
8.6109409 2 
8.6109284 9 
8.5109160 2 
8.5109036 6 


124.0 
124.4 
1243 
124.7 
124.6 
124.5 


8.5092069 1 
8.5092027 8 
8,6091986 3 
8.5091944 9 
8.6091903 3 
8.5091861 8 


41.3 
41.5 
41.4 
41,6 
41.6 
41.6 


4.8863037 
4 3862955 
4.3862872 
4.3862789 
4 3862706 
4.3862623 


40'.«0' 
10 
20 
SO 
40 
50 


1.404618 
1 401601 
1.404585 
1.404568 
1.404551 
1.404534 


8.6108910 8 
8.6108785 8 
8.5108660 7 
8.5108535 6 
8.5108410 1 
8,5108284 7 


125.0 
125.1 
l26 2 
125.4 
126.4 


8.6091820 2 
8.6091778 5 
8.5091786 8 
8.5091695 1 
8,5091653 3 
8.6091611 5 


41.7 
41,7 
41.7 
41.8 
41.8 


4.3862539 
4.3862456 
4.3862873 
4.3862289 
4.3862206 
4.8862122 
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Tavola ausiliaria 



1 


I 
'°'^ 2pllseiil" 


U 


i 


in 

'°8!(.cnl" 


A 


IV 

log.is.nl" 


41».O0' 
IO 
20 
80 
40 
60 


1.404518 
1.404501 
1.404484 
1.401467 
1.404451 
1.404434 


8.5108159 1 
8.5108033 6 
8.5107907 7 
8.5107781 9 
8.5107656 
8.5107529 9 


125.5 
125.9 
126.8 
125.9 
126,1 
126.2 


8.5091569 6 
8.5091527 8 
8.5091485 8 
8.5091443 9 
8.6091401 9 
8.5091359 9 


41.8 
42.0 
41.9 
42.0 
52.0 
42.1 


4.3862088 
4.3861966 
4.3861871 
4.3861787 
4.3861703 
4.3861619 


42".00' 
10 
20 
SO 
40 
50 


1.404417 
1.404400 
1.404SS3 
1.404367 
1.404850 
1.404333 


8.5107403 7 
8.5107277 6 
8.61071.51 3 
8.5107025 
8.5106898 5 
8.6106772 1 


126.1 
126.3 
126.3 
126 5 
126.4 
126.6 


8..6091317 8 
8.5091276 8 
8.6091233 7 
8.5091191 6 
8.6091149 4 
8.5091107 3 


42.0 
42.1 
42.1 
42.2 
42,1 
42.2 


4.3861535 
4.3861451 
4.3861366 
4.38613.S2 
4.3861198 
4.3861114 


43''.00' 
10 
20 
30 
40 
f>0 


1.404116 
1.404299 
1.404282 
1.404265 
1.404248 
1.401231 


8.61066(5 5 
8.6106618 9 
8.6106392 3 
8.6106265 6 
8.5106183 8 
8.5106012 


126.6 
126.6 
126.8 
126.1 
126.8 
126.7 


8.6091066 1 
8.6091022 9 
8.6090980 7 
8.6090938 4 
8.6090896 2 
8.5090853 9 


42.2 
42.2 
42.3 
42.2 
42.8 
42.2 


4.3861029 
4.3860946 
4.3860860 
4.3860776 
4.3860691 
4.8860607 


44'>.00' 
10 
20 
SO 
40 
50 


1.404215 
1.404198 
1.404181 
1.404164 
1.401147 
1.4O41S0 


8.5106(:85 3 
8.5105758 5 
8,510.!631 7 
8.5106504 8 
8.5106S77 9 
8.5106250 9 


126.8 
126.7 
126.9 
126.9 
127.0 
126.9 


8.6090811 7 
8.5090769 4 
8.5090727 2 
8.5090684 9 
8.5090642 6 
8.5090600 2 


42 3 
42.2 
42.3 
42.4 
42.3 

42.8 


4.3660622 
4.3860438 
4.3860363 
4.3860269 
4.3860184 
4.3860099 


45».00' 
10 
20 
30 
40 
50 


1.404113 
1.404096 
1.404079 
1.404062 
1.404045 
1.404028 


8.5105124 
8.5104997 1 
8.6104870 2 
8.6104743 5 
8.5104616 6 
8.5104489 7 


126.9 
126.9 
126.7 
126.9 
126.9 


8.5090567 9 
8.5090515 6 
8 5090473 8 
8.5090431 1 
8.6090388 8 
8.6090346 5 


42.S 
42.3 
42.2 
42.8 
42.3 


4.3860016 
4.3859930 
4.3869846 
4.8859761 
4.3869677 
4.3859692 
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FirenzR , Novembre 1879. 
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miorao AI FONDAMENTI DEL PRINCIPIO DEI MINIMI QUADRATI 



LUIGI QILETTA 



SoHHimo. — iDtrodatione — Valore più probabile a dedurai da un liatema di oiierrationì e^al- 
meote atMndibili. — Se qnetto valore i una fundone analitica delle oasariaiioni, e*ia uon 
pub easere che rimmetrìcà a di primo grado. — Probabiliii dell» tuniicne V = — ! + C — 

Probabilità dell'ipote» di Osuaa C = 0.— Esame a poateriori delle larìe ipot«ai che 
(i possono tare aul Talora di C. — Conclusione. 



S- I. Introduzione. In tutte le scienze non puramente speculative occorre 
verificare coli' esperienza diretta l'esattezza delle leggi dimostrate in base a qual- 
che postulato, viceversa occorre determinare sperimentalmente le relazioni esi- 
stenti Tra alcuni elementi, onde servirsi di esse per isvolgere coli' analisi tutte le 
conseguenze nelle medesime implicite. 

Sìa in un caso , sia nell' allro, lo scienziato si trova in presenza dei risultati 
dell' osservazione i quali sono afTetti da errori dipendenti dall' imperfezione dei suoi 
organi senzienti, dallo imperfezioni de) mezzo di misura e dall'influenza dell'am- 
biente. 

Nel caso delle osservazioni geodetiche , per esempio , tali errori possono ri- 
dursi a tre specie distinte, cioè ad errori di collineazioae, di lettura e di gradua- 
zione campionamento. 

L'erronea collineazione consiste nel giudicare che due punti, o due rette, od 
un punto od una retta, od una retta ed una curva coincidano o sieno tangenti, 
quando effettivamente ciò non è. 

L'errore di lettura consiste nell' apprezzare erroneamente la frazione ultima 
delle più minute divisioni segnate sul mezzo di misura, frazione che dipende dal- 
l'apprezzamento della posizione relativa di un punto o dì una retta di riferimento 
rispetta a due punti o a due rette, rappresentanti appunto le ultime divisioni della 
graduazione dello strumento. 
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L'errore di graduazione o dì campionamento consìste in un erroneo traccia- 
mento od in una erronea valutazione delle suddivisioni dell'uniti di misura olTerte 
dallo strumento stesso. 

In uno strumento ben condizionato quest'ultimo errore dovrebbe essere sempre 
trascurabile rispetto ai due primi, altrimenti illusorie riuscirebbero la precisione 
raggiunta nella collincazlone e l'accuratezsa della lettura. 

Potremo dunque far astrazione di quest'ultima classe di errori i quali rappre- 
senterebbero il limite estremo della precisione cbe il meszo di misura adoperato 
potrebbe fornire, nell'ipotesi che nulli costantemente Tossero gli altri due generi 
di errori. 

Tanto suir errore dì collineazione quanto su quello di lettura influiscono come 
si disse lo stato dell'operatore, dello strumento e dell'ambiente e questa stessa in- 
fluenza si suddivide alla sua volta in due parti ben distinte, regolare, periodica o 
costarne, e perciò calcolabile l'una; capricciosn, accidentale, variabile l'altra. 

Gli errori di lettura e di collineazione, dovute alle cause regolari risiedenti sia 
nell'operatore, sia nello strumento, sia nell'ambiente, sono naturalmente legati ana- 
liticamente colle circostanze che accompagnano la misura (posizione delle varie parti 
dello strumento, temperatura, umidità, condizioni di luce, situazione dell'osserva- 
torio ed istante dell'osservazione), e possono eliminarsi dalle osservazioni sia col 
calcolo, sia adoperando metodi speciali nell' elTettuazionc delle misure. 

La parte irregolare invece di tali errori, dovuta a cause momentanee che per- 
turbano lo stato normale dell'operatore, le condizioni di equilibrio termico e sta- 
tico dello strumento. Io stalo dell'ambiente, in cui si opera ecc.. è saltuaria ed 
ha per carnlteristica di manifestarsi con indifferenza tanto in un senso quanto nel 
senso opposto, oscillando fra due limiti di segno contrario che potranno aver sen- 
sibilmente lo stesso valor numerico. 

Ci proponiamo appunto in questo breve stuilio: 1° Di vedere fino a qual punto si 
possa determinare l'influenza degli errori accidentali sul complesso di un dato si- 
stema di osservazioni fatte in condizioni sensibilmente identiche ; 2° Di studiare se 
sia possìbile di combinare le osservazioni stesse in modo da attenuare quell'in- 
fluenza ; 3" Di discutere se si possa giudicare con metodi escogitati a priori , del 
grado di precisione conseguito nel risultato ottenuto colla fatta combinazione. 

Supponiamo adunque di trovarci in presenza di una serie di risultati o, o,-..o,, 
ottenuti in identiche circostanze, da uno stesso operatore, munito dello stesso stru- 
mento ed operando con tutta la diligenza possibile per ottenere il valore di una 
grandezza V, e supponiamo che dalle quantità o, o, ... o, , sieno stati eliminati gli 
errori regolari di collineazione e di lettura. 

Chiamando allora con E^^') l'errore totale accidentale di collineazione dell' os- 
servazione 0( , il medesimo si comporrà almeno di tre parti elementari distinte 
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dOTnte rispettlTamente all'operatore, allo strumento ed all'ambiente e si avrà: 

Analogamente, chiamando E<", l'errore complesBÌTO di lettura dell'osservazione 
stessa, si avrà : 

E»),= ±Ei'Yo±e"V,±s"Va- 

Cosicché fra la quantità V ed il suo valore osservato o, . trascurando quantità 
di ordine inferiore (errori di graduazione e campionamento, i quali del resto si pos- 
sono supporre già eliminati cogli altri errori costanti o regolari) esisterà la rela- 
Bione: 



V = o, + E^f't + E/'> = 0, ± s,_,'" ± £,_/" ± s^_,('t ± e,_,('> ± e,J*i ± e,_, 



(». 



Una simile relazione si avrà per ognuna delle altre o^servaiioni date e potremo 
scrivere in generale che : 

T = 0. + E^<"l + E/''l= 0, ± (,.0'" ± s„,,'"' ± £„.„'"' ± «,,„»"> + i,,,C) ± £,,,'•> , 

ove le varie e rappresentano gli errori elementari accidentali di coDineazione e di 
lettura dovuti alle tre cause che abbiamo visto influire sulle osservazioni, e la cui 
caratteristica è di potersi presentare, con eguale racilità col segno più col se- 
gno meno, e con un valore numerico qualunque, variabile fra lo zero e due limiti 
spesso determinabili esperimentulmente. 

Ciò che ci proponiamo adunque dì esaminare e se vi sia un modo speciale di 
combinare le osservazioni 0, f^ ■■■ o„ , già depurate, come sì disse degli errori re- 
golarì e calcolabili, in guisa da cadere sopra un risultato cbe si possa affermare 
più esatto di quello che si otterrebbe dalle osservazioni stesse combinandole in un 
altro modo qualsiasi, ed in caso affermativo, se sia possìbile giudicare del grado 
di approssimazione conseguito nel detto risultato. 

La quistione, come già dissi, interessa tutte le scienze, le quali per uno scopo 
od un altro, debbono ricorrere all'esperienza ed interessa perciò la bahstica , la 
geodesia, la meccanica applicata, la fisica e perfino le scienze biologiche e le so- 
ciali, e scopo del presente scritto è di vedere se i metodi fondati sull' a priori , 
sieno razionalmente applicabili alla sua soluzione. . . 

5. 2. Il risultato R che si vuol ottenere combinando nel modo più conve- 
niente le osservazioni fatte, dovrà evidentemente essere il valore più probabile da 
attribuirsi alle quantità T in presenza dei valori egualmente probabili forniti dal- 
l' esperienza. 

VOL. xviu 21 
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B dovrà perciò essere una funzione di OiO^ ...o„, e tale funEÌone potrà es- 
sere non esprimibile analiticamente , ed anche ammettendo che essa lo sia , la 
sua Torma potrà variare colla natura, e le circostaDEe che accompagoano l'osser- 
vazione. 

Supponiamo per un momento che detta Tuniione sia esprimibile analiticamente 
e che essa conservi la stessa forma per un dato genere di osservazioni fatte eoa 
un determinato metodo. 

Una tale funzione dovrà evidentemente soddisfare alle due seguenti condizioni: 
1" Essere simmetrica rispetto alle osservazioni o, o^ . , . o^, poiché queste 
quantità avendo per ipotesi un egual grado di attendibilità, esse debbono contri- 
buire nello stesso modo alla determinazione di B. 

2' Cambiando l'origine della graduazione dello strumento il valore più pro- 
babile B dovrà solo mutare di una quantità costante ed eguale alla ditTerenza dì 
posizione delle orìgini, cioè se R = /'(o, , o, , Oj ... oj dovrà /* essere tale cbe 

/•(o. + k , 0, + fc,..,,o, + k)=fc + /'(o, ,0, ,. ..,0,) (1) 

perchè evidentemente la posizione dell'origine della graduazione non deve influire 
sulla situazione del punto di questa cui risponde il valore più probabile R. 

Bastano queste due sole coudìzioni per determinare la sola forma di funzione 
che può rappresentare la quantità B, ammesso ma non concesso che una tale fun- 
aione esista. 

Infatti facilmente mediante la serie di Taylor si ottiene partendo dalla rela- 
zione (1) : 

f(.Ot + k , Ot + k o, + ft)=/'(o..o».o.-o») + k£^+ j 2^.. ■ 

Relazione che dovendo esser soddisfatta qualunque sia k conduce alle seguenti 
conclusioni : 



Ha le equazioni (3) dovendo sussistere qualunque sieno i valori di o, Of.o^, 
ne seguirà 

-r^ = C08t. , ^=icost .r-^=0 . j-4 = « • ■ ■:; — ^ = 0* • • 

dO| aot uo,* ooi' do, aoj 
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Cioè la fuDEiODe f dovrà essere di 1** grado in o, o, . . . o, e slccoine pella 
1* condizione enunciata essa deve essere simmetrica rispetto alle quantità stesse, 
cosi essa non potrà avere altra forma che la seguente : 

R = p-o, + p'0, + . . . +p'0„ + costante 

ove la quantità p dipende dal numero delle osservasioni e la costante dal numero, 
dalla natura, dalla precisione e dalle circostanze in cui le medesime vennero fatte. 

La condiaione "L-^-i ci dà immediatamente p + p + p+ . . . + p=l , ossia 
p= -, n essendo il numero delle osservazioni. 

Dunque, ammesso che R sia una funzione esprimibile analiticamente per mezzo 
delle sole osservazioni, ed ammesso che questa funzione conaervi la stessa rrnmia 
indipendentemente dal numero di quelle , rimane rigorosamente assodato che una 
tale funzione non può aver altra forma se non quella della media aritmetica più 
una costante indeterminata , cioè : 



Ordinariamente si fa G = aggiungendo alle due condizioni cui abbiamo detto 
dover soddisfare la funzione f. la terza che cioè quando o, = o,= ,..=:o„ debba ri- 
sultare R = 0, = 0, = ... = o„, ma rimane a dimostrarsi che lo stesso valore di G 
risponda egualmente bene al caso singolare ora indicato ed a un altro caso qua- 
lunque. 

É certamente comodo il mandare a zero una quantità indeterminata, ma non 
posso dire che ciò sia logico, perché G è bensì costante rispetto ai valori delle os- 
servazioni 0, Oj ■.. o„ , ma nulla prova a priori che tale quantità rimanga immutata 
col mutare delle circostanze che accompagnano l'esecuzione delle osservazioni stesse 
e col mutare della natura di queste e Io vedremo fra poco. 

§. 3- Per un'altra via si può giungere alle stesse conclusioni partendo dal- 
semplice concetto che la funzione f delle osservazioni egualmente probabili, che ne 
rappresenta il valore più probabile, debba essere simmetrica rispetto alle osserva- 
zioni stesse. 

Sia infatti R = /'(o, o^ . . . o„) (I) il valore più probabile cercato e pongasi 



R - Ot - ac, I 
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ove ac, a^ ... x, sono i costdettt scostamenti delle varie osservasìooi dal loro valore 
più probabile R, 

Si ricava agevolmente da queste relaziooi cbe R=o, +Xt e che 

0, = 0, + a;, - Xj , 0, = 0, + a:, - Xj o, = o, + x, - x„. 

Percui sostituendo nella (1) verrà 

0, + X, = ^(0, , 0, + X, - X, , 0, + X, - Xj, 0» + a^i - 3Ca) 

relazione che dovendo essere vera per qualunque sistema dì osservazioni, f dovrà 
essere una funzione simmetrica di Torme tali che questa relazione si riduca ad es- 
sere una identità. 

Ora essa può scriversi come segue : 

0, + x,=/'(o, + x, -X| , o,-l-x,-x» , o,-l-a!,--x,, . . . ,0, -i-x, ~x,). 

E sviluppando successivamente colla serie di Taylor verrà: 

o,+x,=/'(o,+x, , 0,+x, , Oi+ac, ■ . 0,+x,) f (^^j l-Xj-ai» ... -a;,! + ... 

poiché 

d{f>, + CD|) \do,/o, + *, ' 

cioè la derivata di f rispetto a o, + X| 6 eguale alla sua derivata rispetto a o^ nella 
quale per 0, si sostituisca 0| f X| e continuando lo sviluppo : 

o,+ir,=f(o, , 0, , , «.)+»-=<i.(;^)„,+l-i«.-»^--'«.l[(^),,-H'|^. ■«,+••] • 

Ora questa relaeioue si può ridurre ad essere un'identità ponendo: 

[x,-l-x» + .. ■ + aJ«l|(^)o +"do »'"'"*" ■"}"*' (costante) \ 

f{o, , 0, , , 0,)- 0, = e (costante) ) 
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Dalla tena deriva che 

\do,/o, n 
e quindi che 



onde la prima darà : 

acj + x» + . . . +a;, = n-C 

equaiione la quale associata alla (a) àk 



È questa la soluiione più generale , la quale include come caso particolare 
Xf+Xi+ . . . +x^ = , ma nessuna considerazione a priori giustifica questa sup- 
posizione' 

Siamo giunti cosi per un' altra via alia conclusione che ammessa la possibilità 
(li rappresentare la quantità R con una funzione analitica delle osserrazioni, questa 
non può essere se non simmetrica e di primo grado , ma rimane sempre indeter- 
minato il Tfllore della quantità R, perchè essa risulta eguale alla media aritmetica 
delle osservazioni stesse, più una costante a determinare la quale non basta il coO' 
cetto che le osservazioni in questione sieno egualmente attendibili. 

$. 4. Tediamo ora se il calcolo delle probabilità ci possa fornire qualche ul- 
teriore lume in questo argomento. 

Premettiamo che l'ammettere che 

^ = fiO^,0t,Ot, o,) 

sia il valore più probabile a dedursi dal sistema dato di osservazioni egualmente 
probabili, equivale ad ammettere che gli scostamenti oc, , x, , x, , ■ . . , a^ sieno 
essi stessi i più probabili. 

Ora ammettiamo per un momento che si possa rappresentare con una funzione, 
analitica y=ik-<f(x), nella quale k sia una costante, la probabilità di uno scosta- 
mento X ; ne seguirà che la probabilità composta 

n = fc".9(x,)9(a!^ <f(fBj 
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del sistema di scostamenti in quistione dovrà essere un massimo , leoendo conto 
della relaiìone 

X, +x,+ + a!, = n-C 

che abbiamo visto collegare necessariamente gli scostamenti stessi. 

Ora il [irodotto II sarà massimo luttavolta che lo sia il logaritmo di r. ■ quindi 
avremo per equaiionì di coadiiioni : 

&ax,+ '-^dx,^ =0Ì 

f(X,) ?(X,) { (jj 

X, + Xi+ + JF, = l>C ' 

Ora è chiaro che la seconda di queste relazioni esprime che 

S = (X, - C)» + (ce, - C)» + +{x»~ Cj* = minimo (e) 

giacché sostituendovi per ob, , x, , Xi . . . i loro valori tratti dalla (a) verrà 

S = (R-o, -C)» + (R-o,-C)*+ +(B-o»- C)» 

e ponendo poi minimo 

dR "■ 
si ottiene appunto 

(R - 0, - C) + (R - 0| - C) + =0 

ossia 

X, -C4-£c,-C+ +x, -C = 0. 

Ha dalla (C) si ha differenziando 

(X, - C) dx, + (X, - C) dx, + ...... +(x,-C)dx, = 

nnii9i:inm> nbe moltiplicata per una costante arbitraria k e combinata colla prima 
nduce alla relazione : 

Digitjzed by V.iOOQIC 
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la quale dovendo esser Tèra qualunque sfa ìt valore detlé x,Xt'. . .Xf^ ci fa ve- 
dere cfae la forma della funzione f deve soddisfare alla condizione : 



Da cui agevolmente si ottiene ponendo k = h*: 




?(a!) = C'.e 


(e) 


ove C dovrà esser tale cbe 








dunque 




e la probabilità n del veriflcnrsl de^Ii scostamenti x, x, . 


- . x„ che soddisfano 



alla relazione Ssc, = »'C. ossia la probabilità che 

rappresenti il valore a dedursi dal sistema dato di osservazioni sari : 

Questa probabilità, per un dato valore di C è massima purché il valore di R 
sia scelto per modo che S (a; - C)' sia un minimo, ossia per 

E = |! + C, 

il che Boddisb alle equacioni di condizioni h, e siamo ora in grado dì assicurarci 
se a priori si possa assegnare a G un valore speciale cbe renda H un massimo 
rispetto a G- 

Evidentemente ciò non 6 possìbile, perchè qualunque sia G, per un ditto si- 
stema di osservazioni, le differenze se, - C , Xj - G . . . rimangono costanti. 

Infatti 
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Dunque, qualunque aia G, costante rimanendo il Talore di n, concluderemo 

che a priori 6 egualmente probabile il valore B = — ' + C quanto il valore R = — -■ 

n n 

L'ipotesi C ^0 risponde al principio della media aritmetica ed a quello dei 

mìnimi quadrati perchè allora la seconda delle (6) dà 

lx,~Q da cui B=— e ZxtdXt. = 0, 

ossia Ia!,* = minimo ; ma da quanto precede scorgesi come a priori una tale ipo- 
tesi non abbia maggiore probabilità dell'ipotesi più generale 

Sac, = n-C X(x, - C)' = minimo. 

Osserverò di pifi che la curva della probabilità di Gauss : 



risponde appunto all'ipotesi = come può verificarsi osservando l'equazione (e), 
ma per le ragioni addotte; tale legge non ha, a pì-ioii, ragione di esser preferirà 
alla legge più generale 



né v'ha alcuna ragione, per credere che il valore più conveniente da attribuirsi a 
C col mutare del numero, della natura delle osservacioni, e del metodo secondo le 
quali esse sono fatte, debba essere sempre Io stesso. 

L'analisi non ci dice altro, se non questo, G è costante rispetto ai valori delle 
Oi I 0, , 0, , . . . , 0, , è indipendente cioè dalla grandezza di queste quantità, ma 
nuli» vieta, che C muti col mutare della natura delle quantità stesse e delle cir- 
costanze che accompagnano la loro determinazione. 

Le equazioni (b) ci rappresentano analiticamente due fatti, il primo è conse- 
guenza della definizione della probabilità matematica ed esprìme ia condizione cui 
deve soddisfare la funzione ? perchè la probabilità composta [I aia massima, il se- 
condo fatto consiste nell' ammettere come più probabile quel sistema di scostamenti 
X, X, ... che soddisfa alla relazione Ix, =n-C. 

La prima equazione dipende dalla sola ipotesi che la probabilità di un dato 
scostamento a; si possa esprimere con una funzione analitica dello scostamento 
stesso, e la seconda è conseguenza diretta dell'altra ipotesi consimile fatta a $ 2 
e 3, che cioè il valore di R si possa esprìmere anche esso con una funzione ana- 
litica delle osservazioni. 
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Ora mutando la seconda delle {b), cioè facendo variare G, matiamo il secoado 
fatto da considerarsi come il pìi^ probabile , e varia di conseguenza la corrispon- 
dente legge di probabilità. Non rimangono dunqne per determinare la nostra scelta, 
cbe delle considerazioni a posteriori ed è appunto qui che ci gioveranno le rifles- 
sioni fatte in princìpio di questo studio intorno alla natura e composizione degli 
errori accidentali nelle osservazioni e misure. 

5. S. Abbiamo visto al §. 1 cbe in generale fra il vero valore V di una quan- 
tità ed un suo valore o, osservato esiste una relazione della forma 

V = 0, ± e^o"* ± So,/'* ± Se,.'" * «(,.**' * E,,,'" ± g,,„"' (1) 

in cui le E rappresentano gli errori accidentali elementari di collineazione e di let- 
tura dovuti all'operatore, allo strumento ed all'ambiente. 

Queste quantità sono di loro natura essenzialmente variabili, oscillano ciascuna 
fra limiti di segno contrario e sono suscettibili di manifestarsi colle stesse frequenze 
tanto in un senso quanto nel senso opposto. 

I sei errori elementari messi cosi in evidenza potendosi adunque con eguale 
facilità presentare col segno + col segno - , ne segue che è egualmente proba- 
bile una qualunque delle 2* combinazione di quei segni nella relazione (1) , ossia 
che Y è suscettibile per uno stesso valore di 0, dì assumere, colla stessa proba- 
bilità uno qualunque dei 2' valori che nascono dalle dette combinazioni per dati 
valori numerici delle varie t. 

Altrettanto dicasi per una seconda osservazione o^ per la quale abbiamo visto 
sussistere una relazione analoga alla (1), dunque la somma 

0, + 0, = 2V - £(* E»') - 2 (± e(»>) 

sarà suscettibile di (2^)* valori egualmente probabili, potendo ciascuno dei S* va- 
lori di o, combinarsi con tutti i valori egualmente probabili di 0,. 

Ed in generale è facile vedere che se n sono le osservazioni si avrà 

Z 0, = n- V - 1{± £»>) - J (± E«)) - ... - 1 (± s(">) = n- V - E(„<") (2) 

ove la quantità E(,)'"* = S(,)("' (± e) può assumere indilTerenlemente e con eguale 
probabilità (2*)" = 2'" valori differenti corrispondenti alle 2'" combinazioni egual- 
mente probabiU dei segni delle e per dati valori numerici di queste. 

Ora l'ammettere cbe il valore più probabile di V debba essere — - equivale 

(eqaaz. (2)) ad ammettere che l'ipotesi più probabile che si possa fare sul valore 
deUa quantità E(,)<»t sia E,,,*"' = 0. 

Tale è infatti l'ipotesi di Gauss, da lui ammessa, come vera rigorosamente 
quando è infinito il numero delle osservazioni e come sufllcientemente prossima 
al vero quando le medesime sieno soltanto molto numerose. 

voL. XVIII. 22 
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Noi ci proponiamo di analizzare, quale sia la probabilità dell' ipotea E„)W=0 
rispetto ad un'altra ipotesi qualunque, egualmente plausibile a priori, come si è 
visto, cioè B(,)'''' = n.C, e qualora quest'ultima sia meno plausibile della prima in- 
dagheremo se questa abbia un tale grado dì plausibilità da giustificare il fatto dì 
prenderla sotto la sua forma analiiica i;a:, = oppure 2x,da!, = 0, a fondamento 
di tutta una teoria sulla legge degli errori e sulle correzioni più probabili da ap- 
plicarsi ad un dato sistema di osservasìonì. 

Nella quantità Ef,/"' entrano 6xn errori elementari e e so questi hanno tutti 
valori numerici differenti fra di loro , non potranno essere contemporaneamente 
nulli più di 2x6xn dei a^x» valori di cui è suscettibile quella quantità, e dico 
2x6xn e non 6x« perchè i valori di Ed/"' sono due a due eguali e di segno 
contrario, per modo che il sistema degli e che soddisfa 6xn equazioni della forma 
E,„'"> = ne soddisferà pure altrettanto della forma - £(,/•' = 0. 

Dunque in generale, la massima probabilità della media aritmetica sarà : 



quando gli errori elementari e sì riducono a 6 come per semplicità abbiamo voluto 
supporre. 

Ora domandiamoci quale sia la probabilità massima che la quantità E(,)<"' as- 
suma un dato valore ± C per un determinato sistema di valori numerici delle e. 

Evidentemente le eventualità favorevoli rispondono al caso in cui le 6 x n 
e verifichino 2x6 Xn equaiioni della forma ±Ej,)W = C; percui la massima pro- 
babilità che si abbia a veriflcare l'ipotesi E(„^"l = ±C è eguale alla massima pro- 
babilità che si verifichi l'ipotesi di Uauss E(,j(*! = 0. 

Nel caso generale adunque in cui i valori numerici delle e sieno qualunque e 
tutti diversi gli uni dagli altri, la teoria delle combinazioni ci fa vedere che non 
v'ha ragione a priori di preferire lipotesi di Gauss ad un'altra qualunque, tanto 
più che a cagione della forma speciale delle 6 x n equazioni di condizione della 
forma £(,)'"' = , in generale, non ne potranno venir soddisfatte se non 3xn senza 
che sieao nulli contemporaneamente tutti i valori delle e. 

E chiaro d'altra parte che ammettendo che per uno stesso numero dì osser- 
vazioni si abbiano a ripetere più volte collo stesso valore numerico le t cioè am- 
mettendo che i valori numerici delle 6 x n e non sieno tutti diseguali fra di loro 
si darà certamente il caso che riproducendosi identicamente un corrispondente nu- 
mero dei valori di E, crescerà il numero delle equazioni della forma E(,)'"' = o 
quelli della forma E(,)*" = ± C che si possono soddisfare contemporaneamente con 
un dato sistema di valori numerici delle e stesse. 

Cresceranno cioè nello stesso rapporto le eventualità favorevoli a ciascuna di 
queste due ipotesi, cosicché per paragonarne le probabilità potremo, con vantaggio 
della semplicità del ragionamento , prendere a considerare il caso ipotetico io cui 
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Delle varie ossenazioni costante si mant«nga il valore numerico dei vari errori ac-. 
eidentali elementari in cui abbiamo visto scomporsi l'errore accidentale complessivo. 
E per passare da] semplice al complesso, supponiamo di avere : 



= 0, ±6, ±6, ) 



ove E, ed e, rappresentino gli errori accidentali di collineazione e di lettura. 

È facile di assicurarsi allora che la quantità E,'*' = ± e, + e^ ± e, ± e^ è suscet- 
tibile di assumere 2*^^ = 16 valori diversi, dei quali 4 soli sono nulli. Cioè in 

questo caso la relazione V = -^ — - ha solo r di probabilità ia suo favore. 

'ì* Se invece di due si hanno quattro osservazioni, cioè se si ha : 

T = 0,±É,±E, 

V = Ot±e,±e, 

V = o,±e,±6,» 

V=o.±e,±e,| 

Si troverà agevolmente che R,,/** è suscettibile di assumere 2^x^ = 256 valori 
egualmente probabili, dei quali solo 36 sodo nulli. 

Cioè in questo caso la probabilità della media aritmetica scende ad = . 

3." Nel caso di 8 osservasioni tale probabilità scende ad j^ perchè su 6S53C 

combinazioni possibili ed egualmente probabili 4900 sono quelle che si annullano 
spontaneamente. 

Dunque anche nell'ipotesi specialissima che abbiamo analizzata, la quale è 

molto favorevole alla spontanea reciproca elisione degli errori accidentali, mentre 

il numero delle osservazioni cresce come 2 : 4 : 8, la probabilità della loro media 

1 I 1 

' 4 "T" 

k ciò dovevamo aspettarci poiché nel caso generale la probabilità massima che 

possa avere la media aritmetica è rappresentata dalla frazione „^...„_t (n' essendo 

il numero degli errori accidentali elementari componenti l'errore complessivo di 
ciascuna osservazione), ed il valore della medesima decresce evidentemente col cre- 
scere di n' X n. 
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Ciò pare in opposizione coli' idea generalmente accettati! che moltiplic&ndosi 
lo osservazioni, gli errori accidentali debbano nella media finire per compulsarsi 
ed ò appunto questa idea cl.e aTvalora ri|)0tesidi Gauss Za^ = 0, ma sottoponendo 
quell'idea al rigore della teoria delle combinazioni, chiarìssimanieate appare quanto 
la medesima sia fallace. 

E di ciò ci rende ragione il buon senso, perchè crescendo il numero delle os- 
servazioni se da un lato crescono le eventualità favorevoli alla spontanea eleeione 
degli errori accidentali , crescono pure ma molto più rapidamente le eventualità 
possìbili ed egualmente probabili non favorevoli ad una tale elisione, e ciò in gene- 
rale ne! rapporto appunto di n' Xn n. ì'^xf—i . 

Gli errori che realmente tendono ad eliminarsi moltiplicando le osserratioDi 
sono quelli cbe hanno carallcre periodico come gli errori di fase, nel puntamento 
dei segnali geodetici, come quelli di corsa dei microscopi micrometrici ecc- 

Per questi è un fatto che distribuendo opportunamente le osservazioni per ri- 
spetto al tempo e valendosi dello strumento in tutte le posizioni possibili rispetto 
all'orizzonte, sì otterrà, nel medio dì molte osservazioni un risultato quasi indipen- 
dente dalle inlluenze periodiclie, appunto perchè queste seguono una legge di pe- 
riodicilà che li fa agire in modo continuo sulle osservazioni fra due limiti eguali 
e di segno opposto. 

Praticamente poi le cose sì verificheranno in modo molto più sfavorevole al 
principio della media aritmetica, per ciò che riguarda l' influenza degli errori acri- 
dentali, poiché come già dissi, il caso da noi analizzato è singolarmente favorevole 
alla loro spontanea reciproca elisione. 

A qual titolo adunque possiamo noi accettare il principio fondamentale £a;'=0 
della teoria di Gauss e del metodo dei minimi quadrati? 

Non è forse pericoloso per la scienza il calcolare in base ad un postulato cosi 
ottimista gli errori probabili e gli errori medi dei risultati delle osservazioni quando 

quel postulato nei casi più favorevoli non raggiunge esso stesso r di probabilità da 
veriDcarsi ? 

§. 6. Il metodo dei minimi quadrati considerata come un mezzo di rappresen- 
tare con un risultato unico o con poche equazioni un complesso di risultati e di 
equazioni discordanti pél fatto dell' imperfezione dei mezzi adoperati per conseguire 
quei risultati, è per la sua semplicità ed eleganza pregevolissimo ; ma ciò da cui 
parmi sia prudente il guardarsi gli è il volere giudicare per mezzo delle formole 
che danno gli errori medi l'accuratezza dei conseguiti risultati. 

È soprattutto parmi non sieno giustificabili le numerose conseguenze analitiche 
cbe dal principio £x'da:' = si sogliono dedurre, appunto perchè quel postulato 
ha nel fatto troppo poca probabilità di realizzarsi. 

Nella misura delle grandezze, tutti gli errori compresi fra due limiti dati dalla 
somma dei valori numerici dei limiti corrispondenti degli errori accidentali elemen- 
tari, voglionsi considerare come possibili. 
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Saranno, se si vuole, meno probabili gli errori grandi che i piccoli, ma nes- 
suna legge dedotta a priori potrà assicurarsi come accettabile intorno alla Trequenza 
relativa degli errori accidentali oomplessift di varia entità. 

Assumendone una si cade nell'arbitrario, e prererendo quella di Gauss si 
corre il pericolo dì giudicare con soverchio ottimismo i risultati conseguiti. 

Sono adunque già troppo ardite le primissime conseguenie analitiche del prin- 
cipio dei minimi quadrati e della legge degli errori dì Gauss, e considerando l'im- 
meosa mole di lavoro, il tempo e la spesa che seco trae la compensazione di una 
rete geodetica, parmi riuscirebbe più utile alla scienza , il dedicare quel lavoro , 
quel tempo e quel denaro all'acquisto di strumenti pili perfetti, allo studio più accu- 
rato degli strumenti stessi ed al seguire nella pratica metodi sempre più razionali. 

Un operatore che conosca bene il proprio strumento , che ne abbia determi- 
nate le costanti, che conosca la propria equazione personale e che non osservi che 
nelle condizioni più favorevoli, produrrà un lavoro che rappresenta tutto ciò che 
possono dare i mezzi posti a di lui disposizione, ed alla cui esattezza ed attendi- 
bilità il calcolo di compensazione non può aggiunger nulla , perchè il medesimo 
poggia su un postulato arbitrario e la cui probabilità di realizzarsi 6 troppo pic- 
cola, perchè lo si possa accettare a fondamento di tutta una complicata teoria , 
lunga, tediosa, e costosa ad applicarsi. 

In quest'ordine di idee è all'esperienza diretta che bisogna far capo, e molti 
sono i mezzi pratici per determinare con tutta accuratezza i limiti fra i quali oscil- 
lano gli errori di collìneazione, di lettura e di graduazione di un dato strumento. 

Fra quei hmiti tutti gli errori sono possibili e la moltiplicazione delle osser- 
vazioni servirà essenzialmente a promuovere la spontanea compensazione degli er- 
rori aventi carattere periodico. 

Per ciò che riguarda gli errori accidentali è arbitrario qualunque principio che 
si voglia adottare per compensarli o per giudicare della loro entità, o peggio ac- 
cora per determinare le cosidette correzioni più probabili da applicarsi alle os- 
servazioni. 

Tale è la conclusione cui mi ha condotto il presente studio , del resto parm 
che a priori si senta come sia una vera violentazione dello spirito scientifico dei 
tempi nostri, il voler alterare in base affa priori i risultati dell'esperienza! 

Torino il 28 Agosto 1879. 
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BISOLDZIONB DI UN SISTEMA DI SEI EQUAZIONI FRA NOVE QUANTITÀ 



GIOVANNI FRATTINI 



La ricerca dell' equazione che senza dimostrazione pubblicai nel Giornale di Ma- 
tematiche ad uso degli studenti delle Università Italiane (Vot XVI, 1818, p. 377), 
si può for dipendere dal seguente sistema di equazioni fra te nove quantità: 

*ii > "w I ">» I Aji r Al) . Ajj , Agf , Al, , A,, : 

3 A„» A„' - 2 A„ A„ A„ + A„» A„ = (1) 

3 A„» A„» - 2 A„ A„ A„ + A,,' A„ = (2) 

3 A„» A„» - 2 A„ A„ A,» + A„» A,, = (3) 

3 A„» A„« - 2 A„ A„ A„ + A„* A„ = (4) 

3 A„» A„» - 2 A„ A„ A„ -f A„» A„ = (5) 

3 A(,» A„» - 2 A„ Aj, A„ + A„» A„ = 0. (6) 

Si tratta ora di esprìmere le nore quantità come funzioni di tre parametri in- 
dipendenti, UDO dei quali, (quello che in appresso verrà chiamato k) è destinato a 
sparire dall'equazione cp = ('}. 



(*) L'eqoazione di ana cnrra del qniot' ordine che b a una cuspide in oganno dei 
tre punti («, , , 0), (0,3!,, 0), (0,0, a;^, si suppone essere : 

9 = ir,» (A,^, + A,gar,)» + «»» (A„«j + A„a!,)» + «,» (A„r, + A„«^» 

+ «,«»«, (A„jc^j + A,^^, + A„ir,a!^ = 0. 

Le sei equazioni delle qnali presento ora le soluzioni, sono a dae a due la tra- 
dazione in termini finiti della condizione : 






"\ 
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Combinando la (t) colla (6) ai ottiene : 

(A) 3 (A„« A„» A„» - A„« A„» A„») - 2 A„ A„ (A„ A„ A,, - A„ A„ A„) = 0. 

Permutando circolarmente i primi e i secondi indici, si ottengono due formole 
analoghe relative alle combinazioni della (i) e dell» (2) della (3) e della (S). 

Dalle equazioni (1) , (3) , (4) , si traggnno ì valori di A„ , A,, , e si sostitui- 
scano nel binomio : 

^« "M ^» " "»t Ah A,j. 

Si avrà : 

- 3 A„A„ (A„A„A„ - A„A,.A„) = 9 A„A„ (A„»A„ - A„»A„) . 
la quale equazione, paragonata alla (A), dà origine all'altra: 

(B) A„A„ (A„»A,s»A„» - A„»A„»A„») + 2 A„»A„»(A„»A„ - A„»A„) = 0. 

Questa, e quelle cbe ne deritano colla solita pennutazione dei due sistemi di 
indici, non conlengono più le quantità A„ , A^ , A,g. Poniamo: 

A|t Att Aj, 

Dalla (B) avremo : 

Ora: 

Ajt _ 2 A = — — • — = Xtt 



perciò sostituendo, dopo aver posto : 

*M Ajt A,, 



e delle analoghe, relative ai pnntl : 

(«, , , 0) , (0 , «, , 0) , (0 , , jrj 
riapettivameote. 

Il differenziale d, accenna ad nn piccolo cammino fatto snlla tangente del pnnto 
(«, , , 0), partendo dal ponto. 
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si avrà : 

,.,,... „,.(^-^>„, 

ovvero, fatti sparire i denominatori : 

nX + XZ (X* |i* V» - 1) - 2v» X' |i» = 0. 

V ultima equazione, e le due : 

2 XT + iiX (X» ti» V» - 1) - 2X» 11» V» = 

2YZ +vT (X*it»v»-l)-2|i>v»X» = 

tengono il luogo di (B) e delle analoghe. 
Ponendo 

X = uX , Y = wii , Z = wv 

e intendendo che di sia un fattore, radice dell'equazione di secondo grado: 

2w» + (X* |i» V» - 1 ) w - 2X» (i* v' = 

avremo i due e i soli due sistemi di valori finiti di X , T , Z , i quali soddisfano 
alla precedente terna di equazioni. Le (C) diventano : 

A„* = A,j* Xw , A,j* = Aji* ìita , A,,' = A,,* vw , 
ovvero : 

v»A„» = A„nu , X'A„' = A„'-fu , :jM„» = A„»vw. 

Ne segue che X , {i , v debbono adempiere la condiEÌone : 

Xjtv = w* , 

che corrisponde nel problema geometrico a quella dello tre tangenti cuspidali. E 
quanto ad u, possiamo finalmente dire che to è radice dell' equasione numerica: 

Dovrà poi esistere la proporzione : 

Am* : A„» : A„»=v'X : X»u : (iw». 
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ed essere : 

A„=vVMr , A„=X\/fcu , A„ = w\/Air, 
rappresrataado h un fattore, e per conseguenza: 

A„ = vX Vftu , A,j = Xw •fk^ , A,, = iiv V HT. 
L' equazione per a, sì scompone come segue : 

w(w»- l)Cw» + w-f 1 + w i/"2~)(w* + W+ 1 -w \r2~) = 0. 

L' ipotesi di i<i = 0, e quella di u = 1 , non corrispondono a vere curve, e quindi 
non debbono esser contemplate nel problema geometrico. Per ottenere adesso i t&- 
lori di A(, , A], , Aj, , per mezzo di X , it , v , £. si sostituiranno i valori precedenti 
nelle equazioni (t) , (2) , (3). 

Esse diverranno : 

3»Xu« -2U„+A„ = 
3ftw' -aiiA„ + A„=0 
3ftw»Xv-2vA„ +A„=0. 



3Uvfc>' _ 3tÀ«^' . _ 3tw» 

*" ~ 2u - 1 ' •^" ~ 2w - 1 ' *» - 2ir3T • 

Ecco espresse le nove quantità per mezzo di tre quantità indipendenti , cioè 
di k, e di due fra le tre X , iil , v. 

Viterbo 10 Dicembre 1819. 
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S .A. C3- C3- I O 

ITRODUZIONE ALLA TEORIA DELLE FUNZIONI ANALITICHE 
;ONDO I PRIMCIPII DEL PROF. C. WEIERSTBASS 

COMPILATO 

dal Dott. S. PtNCHERLE 



nento ài un posto ài studii all'estero avendomi permesso di fre- 
no 1817-18 i corsi d'Analisi dell'Università di Berlino, ini credeva 
I ili far conoscere almeno in parte, ai miei compagni di studio, le 
i concetti nuovi che il proL Weierstrass va introducendo nella 
aentre vanno diiTondendosi in Germania per l'opera dei numerosi 
ìmangono ancora quasi sconosciuti agli studenti italiani per la nota 
lel maestro per la stampa. Solo mi tratteneva da un tentativo dj 
diflicoltà di una conveniente esposizione di argomenti delicati e 
tà soggetti a controversia, e in cui una parola impropriamente ado- 
ìvisare il concetto. 

ar.""* prof. Battaglini avendomi con cortese invito aperto le co- 
Giornale, mi provo a dare un saggio della prima parte di un corso 
quei principii : presento cioè una Introduzione alta teorica delle 
iche, avvertendo che il presente lavoro non è la riprodusione in* 
irso del prof. Weierstrass, bensì un sunto ricavato da lezioni 
ioli di corsi antecedenti messi alla mia disposizione dalla gentilezza 
colari. 

a pochezza del compilatore valgano l'importanza delle nuove coa< 
chiaro nome del loro Autore. 
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SEZIONE PRIMA 



I PRINCIPII FONDAMENTALI DELL ARITMETICA. 



CAPITOLO PRIMO 
I numeri formati con una sola unità principale. 



$. I. Definizioni preliminari; le operazioni fondamentali siti numeri inferi. 

1. L'Analisi fondandosi senza alcun postulato sul solo concetto di numero, con- 
viene stabilire anzitutto la deOnizione delle varie specie di numeri e delle opera- 
zioni che su di essi si possono eseguire, ed intraprendere perciò, quale introdu- 
zione, una rassegna critica dei prìncipii dell'aritmetica. 

2. Avendosi sott' occhio vari) oggetti, si distingueranno tutti quelli cui appar- 
tiene una certa proprietà dicendo che essi costituiscono nel loro insieme una spe- 
cie, e quella proprietà sarà la caraderisftca della specie. 

Una degli oggetti cosi distinti sarà, avuto riguardo a quella proprietà, un'unità 
della specie. 

Riconoscendo la proprietà caratteristica in successive unità, si avrà il concedo 
semplice di numero intero. 

Due unità della stessa specie sono eguati, cioè equivalenti rispetto alla pro- 
prietà specìfica. 

3. L'insieme dì più unità di varie specie costituisce un n'imnro complesso. 
Le varie specie di unità sono gli elementi del numero complesso. 

Il passaggio di una scrittura ad un'altra che rappresenti il medesimo numero 
complesso si dice trasfnrmazione. Le trasformazioni si possono operare in vlrtiì delle 
relazioni che possono esistere fra gli elementi, 

(Per esempio una stessa somma di denaro si può esprimere in più modi in 
scudi, lire e soldi, quando siano note le relazioni che legano fra di loro gli scudi, 
le lire, i soldi). 

Due numeri complessi sono eguali se contengono gli stessi elementi lo stesso 
numero di volte, o se possono rendersi tali per mezzo di trasformazioni. 

i. Ammettendo senza discussione il conteggio con numeri interi, ricorderemo 
le leggi fondamentali delle relative operazioni. 
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a) Eguaglianza di due numeri interi. 

Da a = b y risulta b — a. 

Da = 6, e 6=c, rieulta a = c. 

Queste due leggi ù diranno caratteristiche dell'eguagliatila. 

b) Addizione dei Dutneri interi : 

a+b=b+a 
(a + 6) + c = (a + c) + b. 

Queste saranno le leggi caratteristiche della addizione. 
e) Moltiplicazione dei numeri interi. 

La moltiplicazione dei numeri interi n-b va definita come addizione di b volte a. 

Il significato dei moltiplicando essendo diverso da quello del moltiplicatore, non 
è ozioso il dimostrare la legge d'inrersiono. 

Nella moltiplicazione dei numeri interi sì dimostrano elementarmente le se- 
guenti leggi, che riterremo come caratteristiche : 

ab = ba 

a6-c = ac-& 

(a + 6)c = oc + 6c 

e da queste (fra loro indipendenti) risulta come conseguenza la quarta legge 

(a + b±e+ ...)id + e + f+ ...) = ad+ae+ ... t6d4---. (*) 

S. All'addizione si collega come operazione inversa la sottrazione. Sottrarre 6 
da a significa trovare quel numero, che verrà indicato con 



(*) Si noti che qneat' nltima legge permette di trovare il risultato di qaalDnqaa 
moltiplicazione di numeri interi, cioè insegna di quante unità si compone il prodotto, 
quando siano scomposti i fattori nelle loro unità e si sappia che 

1X1 = 1. 
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che agguato a b riproduca a, talché per definiiione 

(a - 6) + ft = o. 

Cosi alla moltiptìcazioDe si collega la divisione: dividere a per b significa tro- 
vare quel numero, che verrà indicato con 

che moltiplicato per 6 riproduca a, talché per de&nizione 



Ha se a e b sono interi qualunque , non si trova sempre un numero intero 



non SODO in certi casi possibili nei ''arnpo dei numeri interi , per cui UH ope- 
razioni vanno in tali casi o dichiarate impossìbili, o rese possibili mediante Testen- 
sione del campo dei numeri e l'introduzione di convenienti classi di numeri com- 
plessi (n. 3). 

6. Le considerazioni precedenti sui numeri intori valgono qualunque sia il nomo 
della specie (n. "ì) relativa, ed anche se sì lascia innominata la specie, (unità e 
numeri astraci). 

$. n. / numeri frazionarii. 

1. Si dirà unità principale l'unità, di specie innominata, cui si riferiscono i 
numeri interi. 

Si dirà parie aliquota n"™» dell'unità principale una nuova unità (o elemcnio 
S I, 3) che si indicherà con t» e verrà definita da 



(o) ns,= l. 

Si dirà numero /V'azionarlo un numero complesso che contenga come elementi 
l'unità principale ed un numero finito di sue partì aliquote , ciascun elomento en- 
trando un numero finito di volte. 
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La forma generale di un numero frazionario sarà 

8. L'elemento indicato eoa e^. è tale per deflnizioae, che 

ma questa eguagliansa potendosi scrìvere 

««» + *«•+■*■ + *■■ (™ 'Olte) ) 
+ e«« + «««+■•■+ =«, (m 'olte) j = 1 
+ . . . (n Tolte) ... ] 

e indicando con x l'insieme ns^, degli elementi di una colonna, essendo 

m-x- 1 , 
ne Tiene per definizione , 

e quiodi 

9- Dato un numero frazionario , si possono operare su di esso le trasforma- 
zioni indicate dalle due formole (a) e (ò), e ridurre ogni numero ft-azionario a con- 
tenere una sola specie di elementi. 

Avendosi infatti il numero frazionario 



sì iodicbi con n un multiplo comune dei numeri interi 

n, , nj , , Tir 

tale che 

n = n,v, = n,v. = n.v, = ...=«, 
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sarà per la (6) 



G = V, e . = V. e_ 



= «»£„ =v-e. 



e per la (a) 
da cui 



a = (moti + m,v, + m,Mj + . . . + 7?»,v,) ■ e,. 



La medesiins trasformazione serre a ridurre più numeri frasionari ad un solo 
elemento che sarà il medesimo per tutti i numeri. 

L' addizione ed il confronto di più numeri frazionari (in numero finito) si riduce 
all'addizione e al confronto di numeri interi riferito ad una stessa unità e., in se- 
guito all'accennata trtCsformazione. 

10. La moltiplicazione di due numeri ab dovrà dare un risultato avente le tre 
proprietà 

(1) ab = ba 

(n) ab-c = aeb 

(in) (o + 6).c = ac + 6c, 

che si prenderanno come de^ntzìone della moltiplicazione stessa. L' ipotesi cbe val- 
gano queste tre leggi basta, in virtù della legge 

(IV) {a+b+ . . .)(c + d+ . . .) = ao-rad + bc + bd+ . . . 

conseguenza delle prime tre , a calcolare un prodotto tosto che sia conosciuto il 
signitìcato del prodotto (i„ e.) di due elementi. Ora questo significato si trova no- 
tando che per la regola (IV) 

M TolU K Toha 

<«. + '■ + )«. + '.+ )=iim.(t,<J, 
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6 quindi 
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mn- («„«,) = 1 



Da questa, e dalla regola (IV), si deduce 

regola della moltiplicazione per due frazioni qualunque. 

11. I) quoziente r (S) di due numeri interi a e 6 non è sempre esprimibile 

con numeri interi, ma lo è sempre con numeri fraziunari. 
Ansitutto, essendo per la definizione di quoziente 



Di più, essendo per la stessa definizione 



e d'altra parte, (n. IO): 



«■me, = m, 



Il quoziente di due numeri frazionari è sempre esprimibile con un numero fra* 
eionario ; infatti 
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come si rìproTA moltiplicando questo risultato per qs^, ottenendosi per prodot- 
to ps^. 

Essendosi trovato che l'elemento e. equivale al quoziente -, si potrà abban- 
donare la notazione e, , mE« e scrivere - , — come si usa generalmente. 

%. III. i numeri formali daU'unUà principale e do un numero infinito di sue 
parli aliquote. 

i'ì. a) Un numero si dice delerminalo quando si sa di quali clemenli è com- 
posto e quante volte in esso compare ciascun elemento. 

Con elemento s'intende l'unità principale e le sue parti aliquote. 

£8. Il numero 0,363636... è determinato perchè si sa che in esso entrano gli 

elementi - j,,^, , ciascuno di essi 3 volto, e gli elementi della forma jp-, , ciascu- 

\ 

no 6 volte. Cosi è determinato il numero £ — perchè si sa che consta desìi 

n{n +1) ^ 

elementi 

1 1 ! 1 1 

• 2' 6' 12 ' 20' 

ciascuno rtei quali compare una volta ; covi è determinato il numero £ - , ecc. E 

evidente che l'ordine in cui si presentano questi elemenii ò affatto infìilTerente. 

b) Un numero si dice definito quando non si possono indicare a priori gli ele- 
menti che lo compongono, ma si possono determinare di mano in mano questi ele- 
menti mediante un determinato algoritmo- 
In questo senso il numero ^J'i si diri definito quando lo si voglia esprimere 
per mezzo degli elcmentt decimali che lo compongono : il noto algoritmo dell'estra- 
zione di radice quadrata permette di determinare di mano in mano questi elementi, 

ma non di assegnare a priori il numero di volte cbQ comparirà l'elemento jr-;, 

e) Se da un numero, detcnninato in qualunque modo, estragghiamo un nu- 
mero finito dì elementi, avremo un numero, che si dirà parie integrante del pri- 
mitivo. Un numero che è parto integrante di un numero dato , o che si può ren- 
dere parte integrante per mezzo di una trasrormazionc (n. 3) , sì dice contenuto 
Del numero dato. 

d) Se a è un numero composto degli elementi 

-L JL JL _L 
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doT6 m, , flii , , . , , m. , . . . SODO numeri interi tutti disuguali o eguali al più 
in numero finito, i numeri 

1 
o. = — 

m, 



saranno parti integranti di a. E qualunque sia il numero e parte integrante di a 
contenuto in a, si potrà sempre determinare un valore n tale che sia 

e < o,. n 

13. Due numeri composti di influiti elementi si dicono uguali se ogni numero 
intero o frazionario contenuto nel primo è anche contenuto nel secondo , e vice- 
versa. Da questa definizione segue che : 

se a=-b , anche b = a, 

e se = 6, e 6 = c, anche o = e , 

che sono le leggi date al n" S come caratteristiche dell' oguagliauEa. ' 

14. 11 numero a si dirà maggiore di 6 se esisterà un numero e contenuto in 
a, e non in h- 

Per giustificare questa definizione si può mostrare che in allora non può esistere 
un numero confenulo in b cJie non sia anche contenuto in a. Sìa infatti un numero 
e' contenuto in b. Se fosse e' > e anche e sarebbe contenuto in 6, contro l'ipotesi, 
e se è e' < e essendo e contenuto in a, a fortiori vi sarà contenuto e'. 

Questa definizione dà una via per dimostrare la disuguaglianza, come la deQ- 
. niiione del numero precedente somministra una via per dimostrare l'eguaglianza 
di due numeri. 



(*) La dirogoaglìanza di numeri frazionari ai b ricondotta a quella di numeri 
interi al n, 9. 
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15. Un numero si dirà (iiiilo quando si potrà trovare un numero (intero o fra- 
zionario) maggiore di qualunque sua parte integrante. Se non sarà possibile tro- 
vare uD tal numero, ii numero proposto si dirà in^nito. 

Un numero sarà certamente infinito se uno stesso elemento , sia pur piccolo 
quanto si vuole, compare in esso un numero inUaito di volte. E per questo il nu- 
mero determinato composto degli elementi 

1111 
^'2' 3' 4' 5' •■'••* 

è infinito, perchè si ha qualunque sia k 

cioè l'elemento = entra in S- un numero infinito di volte. 
2 n 

Se un numero a è finito , esiste sempre un numero maggiore secondo la de- 
finizione a n" li; infatti esiste per definizione un numero e maggiore di qualunque 
parte integrante di a, ora eia A > e : e è contenuto m A, e non in a , dunque A 
è maggiore di a. 

Viceversa, se a è un numero tato che se ne possa assegnare uno A maggiore 
e finito, a è necessariamente finito. Infatti se e è contenuto in A e non in a, sarà 
e per ciò stesso maggiore di qualunque parte integrante dì a. 

16. La definirono di eguaglianza data a n° 13 puè servire a dimostrare l'ef- 
fettiva eguaglianza di due numeri, come nel seguente esempio : 

Dall' identità 



facendovi ft = 1 , 2 , 3 , 



à^ 





*(»+!) + 


1 1 






n , si deduce 






1 


+ 3'4+- ■■+»(» + !) + 


»-ÌT = -- 



Ora -sì consideri il numero determinato 



__L _L J_ I 

°~ 1-2 "*" 2-3 "*" 3-4 ■*"■■ ■■''nCii + ))"'"■ 



dico che questo numero è uguale all'unità. 
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Sia inratti e un numero qualunque contenuto in a, si potrà sempre determi- 
nare un numero n tanto grande che sia (13) 

1 I 1 

ma questo secondo membro è minore dell'unità, per l'identità btabilita; onde e è 
contenuto in 1. 

Viceversa sia e contenuto in 1 ; si può porre 

c + c'=i 

e si può sempre prendere n tanto grande che sia 



e quindi, per la precedente identità , 



ossia e sarà contenuto in a, e per la deflnizione stabilita, sarà 

= 1, 

e. d, d. 

17. Somma di due numeri a e b sarà un terzo numero che contenga tutti gli 
' clementi di a e b, ciascuno tante volte quante entrano in a e 6 insieme. 

La somma di un numero qualunque (Bnito) di numeri si definisce nello stesso 
modo. 

I.a somma di due numeri finiti e detcrminati è pur essa determinata e finita. 
Che essa sia determinata risulta dalla deflnizione; se poi a e b sono finiti, esi- 
6tono numeri A e B rispettivamente maggiori, e allora A-t-B sarà maggiore di qua- 
lunque parte integrante ài a + b , e quindi per definizione a + b sarà un numero 
finito. 

18. Prodotto dì due numeri determinati a e 6 è un terzo numero composto 
dei prodotti di tutti gli elementi di a per ciascuno elemento di b. 

Questo numero è determinato, perchè se 
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terrà l'elemento - tante volte quante sono le coppie m^.n, che danno un egual 

prodotto- Di più esso è finito ; infatti qualunque parte integrante di ab sì pu6 porre 
sotto la forma 






ora, essendo per ipotesi a e b finiti, esistono numeri A e B rispettivamente mag- 
giori di qualunque parte integrante di a e b ; quindi vi sarà un numero AB mag- 
giore di qualunque prodotto 



É--S-. 



e ciò basta a provare che ab k finito. 

La definizione precedente conserva valide per il prodotto ab le leggi date a . 
n" 5 come caratteristiche deJla moltiplicasione. 

$. IV, Bappresenlazione concreta dei numeri precedentemente degniti. 

19. Per mostrare che i numeri definiti fin qui in modo astratto possono ser- 
vire di misura a grandezze concrete, sceglieremo come esempio i segmenti di rette 
considerati nella sola lunghesza e che perciò potremo riguardare come presi tutti 
nella stessa direzione. 

Somma di due segmenti AB , CD sarà un terzo segmento composto di AB e 
CD presi per diritto al seguito l'uno dell'altro, e per l'addizione cosi definita val- 
gono le leggi, dette al n° 5 caratteristiche dell'addizione. Posto il significato di 
somma di due segmenti, si ha subito il significato di mutitelo e parie att^uola di 
un segmento, che la geometria dà il modo di costruire. 

Ciò posto, dati due segmenti A e B e presa la serie dei numeri naturali 

0,1.2,3, m,... 

sì troveranno sempre in questa serie due numeri consecutivi tali che aia 
m-A < B < (m+ 1)-A 
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dove It indica un segmento minore di A. Preso un intero qualunque a maggiore 
dell'unità, bì consideri la serie 



in questa si troveranno due termini consecutivi tali che sia 

— i-A < B <~ A 

a a 

e si può porre 



»=(-^) 



A + B, 



e sì giunge nello stesso modo a porre 

B = ( m + -i- + -f ) A t R,. 

Proseguendo u questo modo, o si giungerà ad un resto B^ nullo, cioè ad avere 

„ / m, ni, m„N . 

B=lm + --l- + -f+ -J-)^' 

\ a a' a / 

ed allora B si dirà misurato da un numero frazionario rispetto all'unità A; oppure 
r operazione non si tenbinerà, e B avrà per misura un numero composto di infiniti 
elementi, e definito (v. n" 1!, 6) dall'operazione che abbiamo indicata. 

I numeri composti dell'unità e di infinite sue parti aliquote non sono dunque 
di pura astrazione, ma possono servire di misura a grandezze. 

SO. Di più , ad ogni numero finito e determinato corrisponde una grandezza 
da esso misurata, fissata che sia a priori una unità omogenea arbitraria. 

Attenendoci alla rappresentazione delle 

, , , — , ^- , jp grandezze per mezzo di segmenti di egual 

'* '^ P A P y direzione, sia OD un segmento che si prende 

come unità : esisterà certamente se 
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è un numero finito, un numero intero n > a, e si prenda OQ = n. Ciò posto, esi- 
steranno sulla retta indefinita Ox, e precisamente fra e Q, punti P caratterizzati 
dalla proprietà di essere i segmenti OP minori di alcune fra le parti integranti di a: 

t 1 1 

a,= — , fl, = h- — , ecc. 

Esisteranno altresì punti V caratteriKzati dalla proprietà che i segmenti OP" 
siano maggiori di tutte le parti integranti <i„ di a. Ora tutti i punti del tratto OQ 
appartengono necessariamente o alla specie P o alla specie P', e nessuno può ap- 
partenere alle due specie : di più. ogni segmento OP' è maggior? di tutti i seg- 
menti OP ; dovrà quindi esistere un punto A di separazione fra ì punti chiamati P 
e quelli chiamati P', ed il segmento OA sarà misurato dal numero a. 

5. V. Numeri negativi. 

31. Il numero che aggiunto ad un dato numero b produce un numero pure 
dato a, verrà indicato col simbolo 



definito dall' eguaglianza 

6 + (o - 6) = a 

Un tal numero non si trova sempre fra quelli fin qui definiti . e quindi siamo 
condotti, a dichiarare impossibile in certi casi la sottrazione, e quindi itiimagi' 
nario it risultato, a tentare una ulteriore estensione del campo dei numeri in- 
troducendo una nuova classe di numeri complessi che diano in tutti i casi il risul- 
tato di una sottrazione. Conformemente a ciò che si è già fatto nel caso ilella di- 
visione, ci atterremo al secondo partito e daremo le seguenti definizioni ; 

a) Se e è un'unità definita in qualunque modo, cbiameromo UHtfrìi contrnria 
ad e ed indicheremo con e' quella definita da 

(1) a + e + e' = a 

esprimente la proprietà che e ed e' aggiunte simultaneamente ad uno stesso nu- 
mero qualunque, lasciano questo numero tnrariato. Kquivalcnte alla (1) è l'altra 
scrittura 

(2) e + e" = 0. 

b) L'unità principale innominata dei numeri interi si dirà unità poiiliva, e 
la sua contraria si dirà per opposizione negativa. 
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e) L'elemento contrario alla ti"™ parte dell'unità positiva è la n*^^ parte 
dell'unità negativa, diciamo infatti s\ la contraria di -, sarà 



. n volte + e', + s', + . 



a + 1 + (e'„ + £',+ ... n volte) = a 



n volte e' 



cioè e'b è la parte aliquota n^^ di 1', e. d. d. 

d) L' unità positiva e le sue parti aliquote si diranno elementi positivi; l'unità 
negativa e le sue parti aliquote elemenli negativi ; e passiamo a studiare numeri 
composti di elementi positivi e negativi in numero finito. 

22. In tali numeri sono possibili le trasformazioni indicate da 

(i) «e, = 1 , »e', ^ r 

(3) «*»» = £« . ni'm» = i'»- 

Con tali trasformazioni, qualunque numero contenente elementi positivi e ne- 
gativi in numero finito si può ridurre a contenere una sola specie di tali elementi. 
Sia infatti il numero a. dove iii, , ni, , . . . n, , », , . . sono numeri interi fra loro 
eguali diversi 

„.(_L + i-+...J-)., + (J- + J- + ',..J-).r. 

Vm, m, m, / \ l^, n, n, / 

Per mezio della trasformazione (3), posso riilurre tutto il coefflciente di 1 ad 
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Uba sola specie di elementi, e cosi tutto il coeUlciente di 1', ciofa 

a = i + 1 . 

m nt 

Ora dei due numeri interi /i e ifc, sia /(> ft e precisamente 

h = k+l, 

I 
■ t 
m m n* 

e per la (1) 



cioè si riduce a soli elementi positivi. Se h = k, a ai riduce a tero , se /)< fc e 
h~h + li, a si riduce ai soli elementi negativi 



23. Potendosi riduri-e ad una sola specie di etementi i numeri composti dì 
elementi positivi e negativi in numero finito, resta definita essenzialmente l'egua- 
glianta di tali numeri. Però l'eguaglianza sì può anche stabilire in altra guisa, e 
dire che i numeri 

o = o,-I+fl|-l' , 6t=6,-l +6j-l' 

sono eguali se 

(A) o, + b, ^ 0, + 6, 

da cui si deducono facilmente tutte le leggi dell' egUaglianita. 

24. Bi'iotto che sia un numero ad una vola specie di elementi (positivi o tie- 
gativi) colla trasformazione indicata al n" 22, diremo vaiora assoluto di questo nu- 
mero il numero che si ottiene lasciando innominata l'unità. Cosi il valore assoluto 

di -^-1' è -. 
m m 

3K. L'addizione di due o più Aumeri Contenenti elementi positivi o negativi iti 

numero finito &vr& per oggetto la formasione di un nuovo numero contenente tutti 

VOL. xviii. SS 
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gli elementi che entrano nei sommandt, posto che questi sieno in numero finito. 
Per questa operazione valgono evidentemente tulte le leggi poste al n° 5 come ca- 
ralteristìche dell'addizione. 

La sottrazione di È da a avendo per oggetto di trovare il numero a-b tale cbe 

b + {a—b) = a, 

si riduce all'addizione dì a col contrario hV di b; intendendosi con h-V il nu- 
mero che si ottiene sostituendo ad ogni elemento di 6 ìl suo contrario ; ed infatti, 
per la definizione di contrario, 

6 + a + 6-l' = o 



Risulta da questa osservazione che ogni numero negatlTO , come 
può scrìvere 

semplicemente 



cioè il numero che aggiunto ad — dà zero. Con ciò torniamo all'ordinaria nota- 
zione dei numeri negativi, che riterremo in seguito. 

2fi. Anche qu), come a n" IO, definiremo la moltiplicazione un'operazione ca- 
ratterizzata dalie leggi 

(I) ab = 6o 

(II) ab-c = ac-b 

(III) (o+6)-c = ac + 6c 
dalle quali risulta 

(IV) (a + 6 + ...) (e + d + ...) = oc + ad + 6c + 6d + . . 

e quest'ultima legge rcnJe possibile l'esecuzione di qualunque moltiplicazione, tosto 
che si cono ch il sigiiificatu del |irudiiltu di due elementi. 

Aggiungeremo alle leggi della moltiiilicazione quest'altra nota caratteristica: 
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Condiiìone necessaria e sufllciente perchè un prodotto sia zero ò che sia zero uno 
dei Tiittori. 

Si eseguisca, secondo la legge (IH), la moltiplicazioae 



é{hH)) 



il cui risultato è nullo, essendo - + ( — ) nullo per la definizione di elementi con- 
tran. Si avrjk 



44(4)=». 



da cui il secondo termine sari contrario del primo, ovvero : 

(V) ±.(-l)=-(±.l). 

^' mVn/ \mn/ 

Da questa formola, e dall'applicazione della legge (I). si deduce: 

(-i)4=-a4)- 

Si eseguisca secondo la legge (HI), la moltiplicazione 

il cui risaltato è nullo : si trova 

ossia il prodotto ( )■( ) sarà contrario a ( ) — che sappiamo es- 
sere -f ). Dunque 
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Le forinole V, VI, VII danno le regole della inolttplicnzione degli elementi, 
da cui, per mezzo dcllti legt;;e (IV) si deducono i prodotti dì numeri qualunque. In 
ciò che precede si è dimostrata la cosìdelta regola dei segni. 

Per la divisione si terrà la solita definizione, è le regole dei segni si deducono 
facilmente da quelle della moltiplicazione. 

S- TI. Numeri composff d'infiniti elemenii positivi e negaliri. 

?7. a) Un numero che contiene elementi positivi e negativi, anche in numero 
infinito, si dirà delerminnto quando sì sa quali elementi in esso entrano e quante 
volle Ti entra ciascun elemento. 

Si esclude che uno stesso elemento possa comparirvi un numero infinito di volte. 
b) Un numero si dirà finilo quando esiste un numero assegnabile intero e 
positivo, maggiore del valore assoluto di qitalunqua sua parte integrante. 

Segue dii eia che se un numero è finito, sarà altresì finito il numero composto 
dei soli i'uoi elementi positivi, e quello composto dei soli suoi elementi negativi. 

Segue pure dalle definizioni precedenti che l'ordine in cui si presentano gli 
elementi che compariscono in un numero finito e determinato è alTatto ìndifTe' 
rente (•). 



(*) Pare conveniente di iosistere sul concetto che, secondo il prof. Weier Strass, 
dobbiamo formarci dì on namero composto di ioGniti elementi e cosi, in segnito, di 
una somma con infiniti s^mmaudi. 

Quando nn numero 6 determinato nel senso stabilito, noi conosciamo tutti i snoi 
elementi benché in nnmero iuGnìlo, e noi rìgnardiamn il numero come riusìeme dei 
suoi elementi, che comprendiamo tntti colla mente. Non vi hd alcuna difficoltà a con- 
cepire in questo senso il nomare formato di nn' unità, della sua metà, della metà d; 
questa, e così vìa. 

Così se gli elementi sono in numero infinito e positìri e negativi, immaginiamo 

p. e. senza difficoltà il numero che «ontlene le parti aliquote ^ , =,..., - -■ ... del- 
l'unità positiva e le parti aliquote ^ , 7>--->o~ -'* ^iBll'unìtà negatira. Ed è 
chiaro che in questo modo di concepire tali numeri, resta affatto ìndiCTerante l'ordine 
in cui si scrivono gli etementi. 

Non è cosi uhe negli ordinari trattati si considerano i complessi di infiniti ele- 
menti. La (erte 
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?8. La teoria dei numeri composti di inflniti elementi positivi e negativi ai 
fonda esseniialmente sulle seguenti proposizioni. 

Lemma. Se a e b sono due numeri cutnposU d^inlimli elementi positivi, ed 
è b < a, si potrà sempre defermfnare un numero e lanlo piccolo clw sia ancora 

b + f < a. 

Dimostrazione. Sia infatti 

a = -L + -LH- +-L+... 

fn. m. m. 



Dire che è &<a vuol dire, per deQoizione, che esiste un numero contenuto 



si considera come nn limite, dettoito da ciò che diventa U somma 

quando n cresce o'tre ogni limite. Questo limite S dipende evidentemente dalla forma 
della fantioae 8, dì n, e qoindi paò variare al variare del modo d'aggruppamento 
dei termini : infatti la serie (1) equivale a 

« r5+ò + r6+ + ^;^.+ --- 

e ae invece soriviamo i tencÌDi aggrappandoli dìTersameote 

, 11111111 1 1 1 

^+s-2+5+7-4+9+ri-6+-+ì;r:3-^i;rn:-5;;^- 

abbiamo la serie del tutto diversa della (2) 

5 13 21 en-'3 



1.3-2 ^5.7-4 ^9.11-6 " * ^ (4« - S)(4ii - l)2n ^ ' ' ' 

S'intende da ciò come un nomerò non finito nel senso da noi stabilito, possa dare 
nna serie convergente (net senso ordiuariumenta ammesso) quando i termini siano 
scritti in nn dttermintito ordine. 

I nnroeri che noi diciaino finiti sono qnelli soli rappresentati da serie convergenti 
indipendentemente dall'ordine dei termini. 
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in a e non in 6 ; sia e questo numero , si può trovare un indice r tanto grande 
clie sia 

c<-L+-L + ^±. 

— i/t| ni, wt. 



1 I 1 

c+ ■ - < — + — + . . 



e. d. d. 

Teorbua I Se & e h sono due numeri composti di infiniti elementi ed i 
a > b, 3t jjud sempre definire un numero finUo e (ale c/te eia 

b + e = a. (') 

Dimostrazione. Prendasi la serie degli elementi 

.11 1 



(<) 



(*) Qaeata dimostrazione non sembrerà oziosa, ove si ridetta che considerando \^ e V 3 
per esempio come de6niti in modo puramente aritmetico, non si ha dai trattati òr- 

dinari alcnn modo di ottemre gli elementi cbe compongono Vlf - V3- Cosi il Ber- 
trand (pag. 2a6, $. 293 del TrHltato d'Aritmetica trad. Novi) schiva la difficoltà 
ricorrendo per definire le operazioni sa tali numeri, alla considerazione delle gran- 
dezze che essi misurano. Egli dice infutti : a La somma o differenza di due numeri 
* iacom mene arabili 6 nn numero che esprime U somma o la differeoza delle gran- 
ii dezze rappre:4eiitate coi DUmeri preposti i, definizione che non può convenire ad 
un' Aritmetica pura, cioè a una genesi dei numeri indipendente dalle grandezze con- 
crete e fondata sul nolo concetto semplice di nnmero intero. 
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in questa serie, per il lemma firecedente, si troveranno certamente due elementi 

consecutivi r ed — tali che 

n, - 1 n, 



e potrà essere — = — , ma non potrà essere — < — perchè altrimenti non sa- 
rehbe TeriQcata la (2). Se nella {3) vale il segno d'eguaglianza il teorema è di- 
mostrato, nel caso contrario sì trova un elemento — tale che 



(4) b + -^ + — + ~^,>a>b + — + —+ — 

n, n, Wj - 1 - n, «, tij 

e cosi via. Abbia o no termine l'operazione, essa dà un numero e definito (12,6); 
ora dico che questo numero, di cui sì possono determinare di mano in mano gli 
elementi, è finito, e tale che sìa 

6 + o = a. 

a) Il numero e è finito: se infatti Tosse infinito, sì potrebbero estrarre da o 
partì integranti maggiori di qualunque numero arbitrario A, ma 

.. ' ' 1 

6 + — + — + . . + — <a 

n( 11, ti, 

qualunque sia l'indice r; ora se preso À arbitrariamente grande esistesse un in- 
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tero r tale che sia 



a> k 



cioè a Earebbe inOnito contro l'ipotesi. 

b) 11 numero b + e è cfTettiTamente uguale ad a ; per ciò dimostreremo che 
ogni numero contenuto in a è anche contenuto in b + e e viceversa. 

Sia infatti N contenuto in b + e , vi sariL un valore dell'indice r abbastanea 
grande [lercliè sìa 

"<'' + 7-+^ + + ^ 

fif fi) n, 

ma per il processo seguito nella determinazione degli etementi di e, si ha 

b + — + — + +— <o 

n, n, fi, 

onde N è contenuto in a. 

Sia invece N contenuto In a : si pu6 porre 



o = N + a' 

dove a' é un numero perrettamente determinalo perchè N si può senza restrizione 
supporre composto di un numero finito di elementi. 

Se indichiamo con v, , v, , . . . , v, , . . . numeri interi diversi fra loro ■ e si 
può scrivere 



e per qualunque valore di r si ha per il processo seguito 



, "^+*. 



, m, VI, 7», 

o>6 + — 1 + — ^+.. . + — ^; 



pertanto ai può prendere r tanto grande che sia 
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ed allora sarà necessariamente 



cioè ogni numero contenuto in « e anche conlennto in b+c, e. d. d. 

Osservazione. IMmoslrata resiistfìnia ilei numero e. se ne possono ottenere 
gli elementi succirssivi nella forma che sembrerìL pììi convenienle : per esempio si 
esprimerà il numero in forma di frazione decimale. Basta premiere le serie 

, 1 , 2 , 3 , 4 , . . . in iaf. . . . 

„ ! lì 9 



10 ' 10 ' 



, 1 



_L _L 

■ ' 100 ' 10 ' 



Nella prima serie si troveranno due termini consecutivi tali che sia 
6 + m<o<fr + fn + 4! 
tiella seconda, due termini tali che sift 

nella terza, due termini tali che sia 

e cosi si definisce un numero 

"' + 10+105+ 

espresso in frazione decimale e di cui è facile dimostrare l'eguagliahza(ti. 1^) col 
numero e precedente. 

TOL. xviu 26 
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Teorema II. In un numero enmposlo di inflmli elemenli potitivi e negativi 
è Bcmpre pussibili-, con un numero finilo di tmBfitrmazìoni. di Tidiirre l'itisteme 
dptjli cfenietKt negalivi (o dei potilivi) ad essere minore in calure assoluto di Qua- 
lunque nuniflro dofo. 

Dimostrazione. Abbiasi il numero 

1.1. 1 , 11 1 



1 1 

= — ■ + — + . 

», n. 



e sia per esempio 6 > e. Nella serio indennità 



dove h i un intero qualunque maggiore dell'unità, esisteranno sempre duetcnninj 
consecutivi tali che sia 



pongo allora 



dove è c'<7. Si ha cosi 



•=»— ('-!)- 



k 
qui T è un numero contenente elementi in numero finilo, e minore di 6 , 



operazioni ; ed il complesso degli elementi negativi si può rendere in valore asso- 
luto minore di qualunque quantità data col prendere h abbastanza graivie. 

Se fosse e > b, si potrebbe ridurre nello stesso modo il complesso degli ele- 
menti negativi piccolo quanto si luole. 

29. 1 teoremi precedenti bastano alla teoria delle tre prime operazioni sui nu- 
meri coDienenti inlinìti elementi posìtiti e negativi: per la moltiplicazione sì ri' 
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corre alla legge (IV) del n" 26. In quanto alla divisione , se ne terrà parola in 
seguito. 

30. Anclie ai numeri contenpnti elementi negat'vi si pnò dare un sìgniQcato 
concreto , come si può mettere in evidenza ricorrendo ancora alla considerazione 
di stfgmenti. Solo tali segmenti non vanno più consiilerati nella sola lunghezza, ma 
anclic nella direzione; ronlato da destra a sinistra un segmento si rìguarderji come 
coHirariu al segmeatu medesimo contiilo da sinistra a destra ; cioè 

AB + Bà = 0. 



A B T)eflnii;a cosi l'unità contraria di una data unità , tsì 

definiscono subito i multipli e le piirti aliquote di questa 
unità contraria, e quindi ad ogni numero determinato composto di un numero Unito 
inOnito di elementi positivi e negativi si può far corrisiioodere un determinato 
segmento. 

C A P I T L U. 

I numeri formati con due unità principali. 



%. ì. IrUrodìizione allo studio dei numeri complessi; prime operazioni. 

31. I numeri contenenti come elementi un'unità principale, la sua contraria 
e le loro parti aliquote si diranno d'ora in poi nunn-.ri retili e si indicheranno 
in questo capitolo colle lettere greche : cosi sarà in generale 



dove 

numero intero positivo o negativo. Botto il segno S si possono intendere elementi 
in numero finito od infinito. Se l'unità, invece dì essere innominala, si rappresenta 
con un simbolo e, i numeri reali relativi a quest'unità si rappresenteranno con 



fn, 
ckii saranno composti di parti aliquote dell'unità e e della sua contraria. 
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I numeri reali non baatano a dare la soluzione di tutti i problemi dell'analisi: 
ed in particolare essi non risolfono il problema esi>resso dall'equazione 

x» + 1-0. 

Occorre dunque dichiarnre tali problemi impossibili o invece conformemente 
al metodo tenuto fin qui muovere un altro passo allargando ancora il concetto di 
numero. Ora l'introduzione di una nuova classe di numeri compti'ssi sì può fare 
in due modi : sia in via sintetica, definendo una nuova unità i dalla proprietà 

iXi=- I , 

sìa, come noi faremo, in via analitica, proponendoci di rispondere alla seguente 
dimanda : 

Immaginando numeri formali con due unità afflitto qualunque e ed i, come 

a = 5e + g'ì , 

da quali relazioni dorranno ee«fire legate le due unità principali e ed i perchi 
per i numeri complessi con psse formati si possa isliluire ìin' arilmeliea analoga 
all' arUmelica ordinaria, cioè in cui le operazioni conservino le loro leggi carat- 
teristiche ? 

In seguito dimostreremo come TintroduKione di numeri formati con due unità 
principali nulla abbia à' immafjinnrin o di puramente speculativo, facendo vedere 
cbe,t)ili numeri possono servire dì misura a grandezze coacrote. 

32. Due numeri complessi 

fl = 5e + 5'i , 6 = ))e + >i't 
si diranno eguali se 

5=1 , 5' = V. 

Questa definizione delf eguaglianza lascia sussistere le leggi già dette carat- 
terisliofae di eguaglianza, e riconduce le ricerche suir eguagliania dei numeri com- 
plessi a Ojierazioni su numeri reali. 

La somma di due numeri complessi a e 6 si definirà come il numero c-be si 
ottiene aggiungendo gli elementi di 6 con quelli omogenei di a cioè 

o + 6 = (5 + )])e + (5'-H]')*- 

Valgono eTÌdentemente, in virtù di questa definizione, le leggi caratteristiche 
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dell' additione- La sottrazione si riconduce ad una addiiione , cangiando tutti gli 
elementi del sottraendo net loro contrari. 

L'eguaglianza e l'addizione dei numeri comr>lessi si sono dunque potute deQ- 
nire senza stabilire alcun legame fra le unità, e edi: questo legame invece si dovrà 
introdurre quando si voglia definire la molti iilìcasione pei numeri complessi colie 
leggi stesse della moltìplicasione dei numeri reali. 

§. II. Teoria della moUiplicitzione dei numeri complessi. 

33- Il prodotto di due numeri complessi è un terzo numero formato dai primi 
due in guisa che siano soddisfatte le tre leggi 

(I) ab = ba 

(n) - ab-c = acb 

(m) o(6 + c) = a6 + ac 

dalle quali si deduce 

(IV) (fl + 6+ .. .)(c + d +...) = oc + ad +6c + *d+... 

aggiungendo clie: condizione necessaria e sufflciente perchè il prodotta sia nullo 
è che sia nullo uno dei fattori. 

Il problema che intraprendiamo ha per oggetto di cercare quali relmioni si 
devono far passare fra le due unità principali e ed r perchè da (Ine numeri com* 
plessi a t II formati con esse si possa deilurre un prodotto ab pure formato con 
esse e pel quale vnlgano le leggi precedenti. 

34. Consideriamo prima i vari casi in cui uno dei fattori è complesso. 

I. Sia a un numero complesso qualunque 

con ma intenderemo il numero a ripetuto ni Tolte, da cui (n. 32) risulta 

(1) «la - m^e + m?'» 

n. Dalla I. risulta subito cl^e inteadendo con — a il numero che ripetuto ni 
volte produce a, si ha 

114 

(2) ±a = ^%e + ^i-i. 
m m m 
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III- Col simbolo di moUiplicaiioDe 



1 t 

— a+ — a+ ; 

m, vif 

Da (luésta deflnizìone risultano Teriflcate le tre leggi rondamentalì della mol- 
tiplicazione : intanto è evidente che 

inoltre essendo 



■s-C^O'-sC-^")' 



come è facile a dimostrarsi, ne risultano le leggi 

«(>ia) = »i(5a) 
e 

U/i)Cij6) = ?.]a6. 

35. Con ciò non è ancora definito il simbolo ab; solo sappiano che debbono 
essere soddisfatte le leggi I, li, e III del n. 33, e che ab si dere esprìmere nella 
Torma 

ab=na-e + bt'-i; 

si tratta ora di determinare per meno di a e b i numeri reali u ed u'. 

36. Sia o un numero complesso determinato , & g ,h due numeri complessi 
qualunque, ma tali che uno di essi non sì possa dedurre dall'altro nella moltiiili- 
cazione per un numero reale p- Dico die alle unità e ed t si può sempre sostituire 
i due numeri ed /i . cioè porre a nella forma 

(2) a = 6ff + «'h. 

Sia infatti 
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eì ha, posta possibile la forma (?}, 

a = 5(7e + Y'i) + 5'(3e + 8'i) 
da cui 

a' = 5r+5'3', 

equntioni lineari fra quantità reali, le quali ammettono sempre un sistema di so- 
luzioni ed UDO solo per S e $' purcbè non sta 

■yS'-8f = 

condizione che equivale ad escludere il caso io cui g non difTorisee da h che per un 
moltipliCMtore reale p. 

31. Avendosi due numeri complessi a e b essi si potranno sempre porre sotto 
la forma 

o = 4ff + 5'ft 1 6 = *lÉr + l'ft 

ed eseguendo la moltiplicazione colla regola IV che deve valere per i|iotesi e te- 
nendo conto delle leggi del a" 34, viene 

e con ciò il nostro problema viene ridotto ai seguenti termini : 

« A conoscere il prodo to di due numcrt qualunque ab, basta conoscere il sU 
i gniflcato dei tre prodotj 

ffj; , jft , /i/i 

> per due numeri fpeciali g ed h, la scelta dei quali è arbitrarla, purché non sia 
it ff - p'i ». 
Ora, posto 

I ffff = ^ff + X'h 

(3) ' hg=^gh = ^g^ìk'h 

[ hh = vj +Vh , 

tutto si riduco a determinare i sei numeri reali 

X , X' , jji , ji' , V , v'. 
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38. Per vedere se ft-a questi sci numeri reali passa qualche relaiione rìcor- 
diamo che deve essere per la 11* )et;ge , 

ggh =ghg, e hgh = hhg ; 

sviluppando per tnezio della (3) ed eguagliando ì coedlcienti di (/ ed h , che ora 
fuagODO da unità, si ottiene; 

(4) ! Xii' + À'v' - ni' - li-» = 

» n» + n'v - vi - v[ii = 
Notisi che non può e^Fere inoltre 

y.^' — (li' = v(i' - [*v' = vX' — Xv' = ; 
infatti se ciò fosse, ne risulterebbe 

X' 11' V 
da cui 

gg = V(t(l + h) , 5/1 = |i'(«i; + Ji) 
ossia 

contro l'ipotesi. 

39. Se esìstono numeri X , X' , |j. , (i' , v , v' soddisfacenti alle relazioni {i} , 
esisterà eziandio un numero determinato e godente della proprietà 

(5) ea =: a 

dove a è un numero qualunque. 
Posto infatti 

e-ing + ii'li t o = gj; + 6'ft 
sarà 

e ponendo per gg , gh , hh i valori (3) 

co = tlS'- + (*l5' + n%) -J- + i'5'v] 9 + Ii5^' + (>ì5' + i'5)ii' + >i'5'v'J /i 
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e dovendo essere soddisratta la (5), si avrà 

I 14l' + (il5' + 'i'5)l»' + 'ì'EV = 5' 



db, Google 



)( 210 )( 



Conviene ora esaminare quale di queste due ipotesi sia da adottarsi. Assumendo 
r ipotesi 



e si formi il prodotto ce, colle regole note ; verrà 

ossìa il prodotto ce, sarebbe nullo mentre non sono nulli i fattori, (essendo e di- 
verso da t e non potendo e avere con i un rapporto reale (n. 36). 

41. Siamo giunti cosi alla conclusione che: 

K Se pei numeri complessi formati con due unità principali si vuole conservare 
n la moltiplicazione colle sue leggi caratteristiche, si troveranno nel campo di questi 
H numeri complessi due numeri e ed i non aventi rapporto reale, e tali che per essi 

ce = e , ei = i , ii = - e. » 

Questi numeri pariicolari e ed i si possono prendere come unità, ed e si potrà 
pure prendere come unità innominata dei numeri reali : talché i numeri complessi 
saranno formati colle due unità 1 ed t, tali che 



ed il prodotto dì due numeri complessi 

a = o + a't . 6 = p + P't 
darà 

ab = ap - o'P' + (ag' + ga') i. 
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$. III. Teoremi sui numeri complessi. 
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ed aggiungendo a* p* -i- a" g"* ai due membri 

(a? + l'gTf («-<-»")(?* ■!-?") 

c. d d. 

Teorema li. Il modulo di un prod^Ifo è uguale al prodotto dei moduU dei 
fattori. 

Dimostrazione. Sia ancora 

« = a + a'i , 6 = p + P'i ; 
dico che 

\nl\ = \n\\b\. 
Illfjltli 

ub = a'^- a' ^' + (ap' -i- ^o') ( 



mciiire 

l'rl IM = V(a» + a")(p' + p''); 

e quadrando si rende manifesta l'eguaglianza di queste due espressioui. 
Teorema HI. Se 

F(a,b,c,...) 

indica un iistema di operazioni razionali intere (addizioni, moltiplicazioni, o in . 
naizamenli a potenze intere) in numero finito, eseguito sui numeri complessi qua- 
lunque a , b , e , ... pure in nuiiiero finito, il valore assoluto del mullalo del- 
l' operazione precedente non sard tnai superiore al rtsuKalo dello slesso sistema 
di operazioni eseguito sui valori assoluti dei numeri a , b , e, ... ; cioè 

\na,b,c,...)\^F(\a],ib\.\c\,.. .). 

Questo teorema, che ci servirà di frequente in seguito, risulta immediatamente 
dalle due proposizioni che precedono. 

§. IV. Tfappresentozione dei numeri complessi. 

44. In ciò che segue si mostrerà che anche ai numeri riferiti a due unità 
principali si può dare un significato concreto, giustificando cosi quanto si è detto 
a n. 31. 
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In segmenti di rette posti in un medesimo piano, consideriamo come note ca- 
ratteristiche la lunghezza e la direzione, e diciamo quindi eguali due segmenti di 
eguale lunghezza, paralleli e contati nel medesimo senso. Se a e b sono due seg- 
menti paralleli, di lunghezza qualunque, si potrà sempre porre 

dove $ è un numero reale positivo o negativo secondo che a e 6 sono contati nel 
medesimo senso o in senso contrario. L'uguaglianza deHnita in questo modo sod- 
disfa alle leggi caratteristiche del n. S. 

Se a e 6 sono due segmenti in direzione diversa, si chiamerà somma di questi 
il terzo segmento che si ottiene portando un segmento 6' uguale a 6 e uella dire- 
zione di 6 al seguito di a, ed unendo il primo estremo di a coli' ultimo di b. Dalla 
costruzione indicata segue che l'addizione definita in questo modo soddisfa alle leggi 
caratteristiche, come si può dimostrare con costruzione geometrica semplicissima. 

45. l.e grandezze cosi definite si ponno rappresentare con numeri complessi 
riferiti a due unità principali. 

Se infatti si prendono due segmenti qualunque OA ed OB come unità , colla 
sola condizione che siano di direzione diversa, si potrà sempre dagli estremi di uu 
terzo segmento qualunque MK tirare le parallele ad OÀ ed OB rispettivaniente , é 
porre cosi 

HN=e<0A-fi]-OB 

dove S ed )] sono numeri reali. L'addizione e Teguaglianzu si possono definire per 
tali numeri senza stabilire alcun legame fra le unità OA ed OB; per poter definire 
la moltiplicazione occorre invece fare su queste unità quelle restrizioni che si co- 
noscono dalle ordinarie rappresentazioni geometriche (di Gauss e Cauchy) dei 
numeri complessi (*). 



(•) Un ulteriore stadio ani namerì dovrebbe proporsi U questiona : se si debbano 
introdarre nell'Aritmetica nninerì formati con più di due unilà principali. Una tale 
introdazione sembra per ora inutile per due ragioni : primo, perchè nello sttito at- 
tuale dell'analisi non si possono ennnciar problemi esprimibili con operazioni arit- 
noetiche e cbe non abbiano per soluzione numeri complessi quali li abbiamo definiti; 
secondo, percbò volendo introdurre numeri formati con tre o più nnità distìnte non 
si può per tati nnmeri definire una operazione analoga alla moltiplicazione senza ab- 
bandonare almeno in parie le leggi caratteristiche di questa operazione. Un'aritmetica 
di questi numeri è stata però ideata e costituisce la cosidelta Teorìa dej Quaternioni. 



dby Google 



X 2U )( 

CAPITOLO III. 
Delle somme di infiniti sommandi, e dei prodotti di infiniti fattori. 



$. I. Somme di itifiniU sommandi positivi. 

46. Una operazione si dirà vjr(iialnicn(c eseguibile quando il rÌBuUato dell'ope- 
razione sarà un numero determinato, non curando se sarà nel tempo stesso finito. 

Una operazione sì dirà effeltivamenle eseguibile quando il risultato sarà (inilo 
e determinato. 

Se fli , n, , ... , n„ sono numeri finiti e determinati in numero Anito, d'altronde 
reali o complessi, il risultato delle operazioni 

fl, + Oj + . . . + a, ed a, a, ... «n 

è finito e determinato, cioè tali operazioni sono sempre efibttìvamente eseguibili : 
Togliamo ora studiare cosa avviene di tali operazioni se il numero dei sommandi o 
dei fattori diventa infinito. 
41. Siano 

fl. . a» a, . . . . 

numeri contenenti sili elementi positivi : e siano questi numeri in numero Unito 
infinito, ma tutti determinati e tati che uno slesso elemento non comparisca nel 
loro insieme un numero infitiilo di volte. Chiameremo somma di questi numeri un 
nuovo numero contenente tutti gli elementi delle a^ , e ciascun elemento tante volte 
quante entra nell'insieme delle a,; una tal somma è sempre vìrdi'ilmcnle esegui- 
bile, e lo studio che intraprendiamo ha per oggetto di cercare sotto quali conili- 
EÌoni essa sarà pure effettivamente eseguibile. Saranno indifferentemente conside- 
rate le somme in cui il numero dei sommandi è semplicemente o molteplicemente 
infinito. 

48. Teorema I. Cond<z'one necessaria e sufficiente perchè una somma di in- 
finiti sommandi sia finita, è che estraendo sommandi in numero qualunque ma 
finito, la somma dei numeri estratti si manfenf;a cosfanfemcnte minore di un 
numero assegnabile. 

Dimostrazione. Siano 0| , Oi , a, , ... i sommandi e A, la somma di un nu- 
mero qualunque ma finito di essi ; qualunque sia la somma A, si può sempre de- 
terminare l'indice n in modo che sia 

A, < 0, + a, + . . . + a,. 
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doTe H è un numero qualunque assegnabile ; esisterà una parte inlegrante (n- 13) 
di A, contenuta in A, e non in H, e sia 

11 1 „ 

— + — + . . ■ + — >M: 

ma questa parte integrante di A, è a forliori parte integrante della somma S di 
luffe le (!„ ; onde se M si può prendere grande quanto si vuole, S sarà infinita, 
e la condizione enunciata è necessaria. 

Esiste un numero N maggiore di qualunque somma A, ; cioè sia 

N > o, + fl, + + 0^ 

qualunque sia l'indice n : ciò significa che esiste un numero contenuto in N e non in 

«i + Oj + + o„ : 

e quindi estratta da essa somma una parte integrante qualsivoglia 

1 . 1 

sarà o forliori 



ma l'indice n essendo arbitrariamente grande, qualunque parte integrante di S si 
potrà considerare come parte integrante di una A, , cioè S sarà finita (per defini- 
zione) e la condizione enunciata è anche sufficiente. 

Teorema II. Una somma di infinili sommandi non cambia di valore se si 
fanno trasformazioni lecite sugli elementi dei sommattdi slessi. 

Questa proposizione si dimostra immediatamente fondandosi sulla definizione 
di eguaglianza data a n. 13. CouTieoe ricordare che le trasformazioni lecite sono 
quelle indicate a n. 8. 

Teorema Ut. In una somma finita di infiniti sommandi si possono aggruppare 
i fermini come si vuole ed anche in gruppi, ciascuno dei quali contenga infiniti 
eommundi : e la somma dei gruppi cosi formali è u^ate alla somma primitiva. 
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Dimostrazione. Siano 

«1 . o» . fli I o» . 

i sommandi, la cui somma sia S, e siano i gruppi 

6, = o,' + o,' + o,' + . . . 
ft, = Oi" + 0|" + Oa" + . . . 



che nel loro insieme contengono tutti i termini della somma S- Sia un elemento 
- qualunque : se si giunge a dimostrare die - entra tante volte nella somma S 
delle a quanto nella somma S' delle b, sarà dimostrata l'eguaglianza dei due nu- 
meri S ed S'. Ora, preso a considerare l'elemento -, sappiamo che esso entrain 
un numero finito di termini che denoteremo con 

a, , di , a^ , 

e non in altri ; siccome poi le b si possono supporre formate senza trasformazione 

degli elementi delle a, - non potrà comparire che in quelle h in cui eatra uno 

dei termini fl, ,«,,...,«„: e quindi comparirà in S' tante volte quante in S. 
Lo stesso potendosi ripetere per tutti gli clementi delle e, ne viene che i due nu* 
meri S ed S' conterranno gh stessi elementi ciascuno lo stesso numero di volte, 
e quindi saranno eguali, essendo evidente che non potrà comparire nella S' un ele- 
mento che non sia contenuto nelle a, [icrcliò sup[:oniamo di formare le somme 6 
senza fare trasformazioni sugli elementi delle a. 

Teokema. IV. Se m una «omnia di in/intft sommandi 



i (ernimi et {>componj;ono in somme di ailri (ermtm ancfie in numero Ìn/ìni(o 

aj = b4 + b,' + b," + . , . 

a» = b, + b,' + b," + . . . 

e se la somma <fei sommandi a ha un valor jtnt'fo, avrà pure un valor finiio la 
somma del nmimaivii b. 
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Dimostrazione, l'er dimostrare questo teorema basterà far vedere che la 
somma dei termini 6 è finita, in quanto che la prima serie si potrà riguardare 
come risultante da un aggruppamento dei termini della seconda, e la loro egua- 
glianza sarà quindi conseguenza del teorema precedente. 

Osservisi ora che essendo fluita per ipotesi la Za, esisterà (teor. 1) un nu- 
mero M finito maggiore della somma di un numero qualunque ma finito di termini 
a ; cioè per qualunque valore Unito di n si avrà 

M > 0, + o, + + 0,. 

Si prenda ora una somma di termini 6 in numero qualunque ma finito 

6j -f 6i + + 6, ; 

la &A entrerà in una delle a. la 6^ nella stessa a o in un'altra, ma indicando con 

«1 > «1 - ^ 

le a in cui entrano le 6 precedenti, sarà sempre 

o^ + a, + . . . + Ò^ > &jk + 6fc + . . . + 6, , 
e quindi a foniori 

M > ft* + tu + +6, 

e questo basta, in virtù del teor. I, a dimostnire che la somma delle ìt è finita, 
e quindi eguale alla somma delle u , e. d. d. 

49. Se a e b sono due numeri i cui elementi siano rispettivamente 

— , (r = 1 , ? , 3 , . . . li , . . .) ed - , (s = I , 2 , 3 , . . . v , . . .) 

il prodotto ah di questi numeri è un terzo numero che contiene come elementi 

per tutte le combinazioni possìbili degli indici r ed s. 

Da questa definizione di prodotto segue che la formola, 

(a) a (h, + ft, + 6, + . . .) = a6, + o6, -I- a6, + . . . 

vera se la somma tra parentesi contiene un numero finito di termini, si conserva 

VOL. XTUI. 28 
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ancora Tcra so questi termini sono in numero infinito, purché ne sia finita la som- 
ma: infatti i Mue membri dell' eguaglianzii precedente sono formati degli stessi 
elementi, che compariscono ciascuno Io stesso numero di volte. 

Abbiansi ora le due somme di infiniti aommandì ed aventi valor finito 

S = o, + (!, + ...+ ai + ... , S' = 6, + 6j + ... + 6^+ .... 

e sì consideri la somma 

a,6, + 0,6, H- 0,6^ + . . . + a^b^ + . . . 

che contiene per sommandi i prodotti binari a^b^ formati in tutti i modi possibili. 
La somma dei termini ax&^ sarà finita. Si prenda infatti la somma di quanti 
si vogliono tali prodotti binari, purché in numero Qnito, e la si indichi con 6; si 
potranno sempre assegnare agli indici t ed nt valori finiti tanto grandi che sia 

G<i l a^b-. 

ora il secondo membro di questa diseguaglianza non è altro che 

(Ì.°')(|.''-)' 

inoltre se le somme S ed S' sono finite si potranno sempre as!:egnare due numeri 
finiti L ed H tali che per grandi che siano gl'indici I ed m, sia (i8) 

I m 

^ ax<L 2 6„<M 

e quindi qualunque sìa 6 , 

G<LM 

il che dimostra in virtù del teorema I del n, 48 essere finita la somma dcgl' in- 
finiti prodotti n^b^ 

Questa somma essendo finita, i suoi termini si potranno aggruppare come si 
vuole in virtù del teorema III del n. 48, e si potranno scrivere 

fl, b, + 0, 6t + o, 6, + + 

o, 6, + o, 6» + Oj 6, + + 
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anche, per l'osEervazione fatta in principio del presente u. sulla formola (a) 

«t (61 + 61 + b, + - ■ .) + 

flt (6t + i>i + 61 + ■ . .) + 



= fl, S' + (j, S' + a, S' + . . . 

ed applicando da capo la stessa formoia (a), 

(n, +fl, + a,+ . . .)S' = 8S'. 

Resta cosi dimostrato che la somma degl' infiniti prodotti a^^b non è altro che 
il prodotto delle due somme S ed S'. 

50. Avendosi ancora infiniti numeri soddisfacenti alle condizioni enunciate a n. 47, 

(1) a, , n, . fl, 

si diri che le somme 

/ S, = fl, 
t = a, + a, 



a, + a, + o, + . . . + a 



convergono verso un numero S, se pritso s arbitrariamente piccolo si potrà asse- 
gnare un numero H tale che per tutti i valori dell'indice n superiori ad N sia 

(3) S - S, < e. 

Dico ora che se i numeri (1) hanno una somma finita S nel senso stabilito a 
n. 16, le somme (2) convergeranno verso questa somma S. 
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si vuole comparirà in questa soiiiina solo un numero Dnilo ili volle; si potrà pertanto 
formare una somma Sn che con^enga l'elemento - tante volte quante eatra in S 
stessa, ci allora tutti i termini a cbe non entrano in S^ non potranno nel loro lu- 



che equivale alla dlBuguagliansa (3), potendosi — prendere minore di qualunque 

quantità data e 

Reciprocamente, se una serie di numeri come (I) è tale che le somme (2) con- 
vergono ad un numero finito A questo numero sarà la somma di tutte le {!); in- 
fatti dall'essere per qualunque e soddisfatta la 

A - S, < E 

ne viene sodilisfattu la condizione del teor. I del n 18 e quindi la somma delle a 
è finita : essendo finita essa non può diCTenre da A per la prima parte di questo n. 
Piala. -Lh presente osservazione stabilisce il legame fra le somme di infiniti 
sommandi quali le abbiamo considerate e le scrte di infiniti termini positivi quali 
si studiano nejtli ordinari trattati : solo la convergenza, cbe si prende solitamente 
a dr^nizioìie. è qui una proprietà delle somme finite di influiti addendi. Per le 
serie di termini positivi, il concetto di convergenza coincide con quello di snmma- 
bilild quale è stato qui introdotto , lo stesso non avviene però per le classi più 
generali di serie. 

$. II Somme di infiniti sommandi post'Itvi e negativi. 

51. Prima d'intraprendere la teoria delle somme di infiniti sommandi ì cui ele- 
menti non sono tutti positivi come nel § precedènte, sembra opportuno richiamare 
le seguenti osservazioni e deflnizioni. 

a) Un numero che contiene infiniti elementi positivi e negativi si è detto finito 
(n. 21,6) se esiste un numero A (che si può sempre supporre intero e positivo) 
maggiore del valore assoluto di gualiin^ue parte integrante del numero dato. Ri- 
sulta da ciò cbe se un numero composto di infiniti elementi positivi e negativi è 
finito, saranno finiti separatamente il numero formato con tutti gli elementi posi- 
tivi, e quello formato con tutti gli elementi negativi presi in valore assoluto. 

b) Se a è un numero finito composto di infiniti elementi positivi e negativi, e 
b ò rinsieme degli elementi positivi e e l'insieme degli elementi negativi presi in 
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valore sssoJutu, sarà 

u = h - e , 

ossia si può sempre definire (n. ?8 teor. 1) un numero eguale ad a e composto di 
soli elementi positivi se è b > e, e di soli elementi negativi se è (>< e. 
e) Si ricordi infine che s'intende per somma di infiniti numeri 



un numero che contiene, tutti gli elementi die entrano in quei numeri ciascuno 
tante Tolte quante comparisce nell'insieme dni detti numeri, e prima condizione 
necessaria perchè un numero sìa finito ò che uno stesso elemento non comparisca 
infinite volte nei sommandi. 

Sì. Una somma di infiniti numeri contenenti elementi positivi e negativi potrà 
sempre, in virtij dell' osserTazione b) del n. precedente, ridursi a contenere termini 
i cui elementi sono tutu positivi in alcuni, tutti negativi negli altri, tali termini si 
indicheranno con 

(a) • a, , at , a^ , - 6i , - 6. > - *» , ■ ■ ■ 

dove »! , fli , ■ . . , t>, , bf , . . . sono numeri contenenti soli, elementi positivi. 

La somma di tali numeri sarà finita (n. 51, a) se sarà finita la somma di lutti 
gli elementi (tutti positivi) dei sommanifi a. e separatamente finita la somma degli 
elementi dei sommandi - b (tutti negativi). Da ciò risulta , con un ragionamento 
del tutto analogo a quello fatto a a- 48 per la dimostrazione del teor. I, che : 

Teorema I. la condizione necessaria e i^uffieiente perchè una somma di in- 
^ntlt termini positivi e negativi sia finita , è che siano fiaite separatamente la 
somma degli addendi positivi e quella degli addendi negativi. 

La stessa dimostrazione del teorema III del citato o. i8 permette di dimo- 
strare che : 

Teorema II. Se la somma di infinili sommandi (a) è finita, si possono ag- 
gntppare questi sommandi nell'ordine che si vuole senza ollerare il valore della 
somma. 

Non sarà lecito inrece, nel caso di sommandi come quelli della serie (a), di 
enunciare il teorema analogo alla prop. IV del citato q. 48, a meno die non si 
vengano a scomporre le a e le - b in tante somme di termini che dirò e, tali che 
si sappia che la somma di tutte le e è finita. 

Oltre alla condizione necessaria e sufficiente data dal teor. I perchè la somma 
di infiniti numeri (n) sia finita, si possono enunciare altri criteri che verranno ado- 
perati in seguito, cioè : 

Tbobbha III. la condizione necessaria e su/JIcien(e perchè una somma di in- 
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/(tltfi termini potiilrèt e negalivi sia finita, è che sia finila fa serie dei valori 

soluti dei (ermtnt. 

Questa condisione non e evidentemente che un altro enunciato del teoremi 
Teorema IV. La condizione necessaria e sufficiente perchè una somma di 

finiti termini posi/tei e negativi sia finita, è che esista un numero A positivi 

maggiore del valore assoluto delta somma di un numero Qualunque ma finite 

termini pre^ in modo quotungue fra i sommandi. 

Dimostrazione. La condizione è necessaria. Se infatti è finita la somma 

numeri 

(a) «,,«,,«,, fc, , - fr, , - bj , ■ ■ . 

saranno finite le somme dei numeri a e dei numeri 6 separatamente , (teor. I 
quindi esisterà un numero A, maggiore della somma di termini a in numero q 
lunque ma finito, ed un numero Aj majigiore della somma di termini b in num< 
qualunque ma finito II maggiore dei due numeri A, ed A^ sarS evidentemente m 
giore del valore assoluto di qualunque somma di termini estratti fra i numeri | 

La condizione è sufficiente. Esista infHtti un numero A maggiore del valore 
soluto della somma di un numero qualunque di termini estratti fra i numeri (i 
sarà A maggiore, in particolare, della somma di un numero qualunque di tem 
estratti fra i numeri a, e del valore assoluto delia somma di un numero qualun< 
di termini estratti fra i numeri 6 ; e questo è quanto dire cbe sono finite le som 
dei sommandi a e dei soinmandi b separatamente, e quindi per il teor. 1 clii 
finita la somma di tutte le quantità (a), e d. d. 

53. Dati infiniti numeri, positivi e negativi, scritti in un ordine detcrminat 



e formate le somme 

S, = a, + a, + a, + . . . + a, , (n = 1 , 2 , 3 , . - .) 

si dirà cbe queste somme convergono ad una quantità A se preso e positivi 
piccolo ad arbitrio sì può determinare un indice ?i tale che per tutti i valori 
n > N sia 

ÌA-S.|<e. 

l'er queste somme S, convergenti ad un limite A non vale il teorema din 
strato al n. 50, che la A sia la somui» nel senso da noi stabilito delle quanl 
»,,a,,... e non risulta neppure dall' esistenia di quel numero A, chele a^iOt, 
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abbiano una somma finita. Ed infatti la convergenza delle somme S„ dipende es- 
senzialmente dall'ordine in cui si prendono i termini a, , a^ . ... ossia dal modo con 
cui varia S„ al crescere di n; ora s'intende che per una certa disposizione dei som- 
mandi la S^ potrà avere una dipendenza coti' indice ?i tutta diversa della dipendenza 
che potrà assumere per un'altra disposizione. Non vale più nel caso dei termini po- 
sitivi e negativi il fatto cLe si verilìca nel caso di soli termini positivi che : a detta 
n G la somma di un numero qualunque finito di termini presi fra le a, ìd ordino 
(t qualsiasi, si potrà sempre determinare un valore dell'indice n tanto grande che 
« sia S4> G ; » fatto su cui si fonda la dimostrazione data a n. 50. E però vero 
che , se la somma delle a, nel senso da noi stabilito è finita e uguale ad S , le 
sommo S„ convergeranno verso Si 

Si vede da ciò che le somme di inQniti somniandi da noi dette finite coinci- 
dono colle somme delle serie dette coiivergenli indipendenlemente dall'ordine dei 
termini negli ordinari trattati. 

$. III. Somme di inp,nili sommandi complessi. 

54. Un numero complesso a + a'i è determinato se sono determinati i due nu- 
meri reali a ed a'. 

La somma di più numeri complessi 



a, + a',i , n, + a',t , o,+ o'si, 

si deDnisce col nuovo numero complesso 

(a, + a, + a, + . . .) + («', + a\ + a\+ . . .)i , 

e so aono finiti e determinati i sommandi ed in numero finito sarà finita e deter- 
minata la somma. 

Se il numero dei sommandi b infinito, l'operazione é vtrftuidnenlc eseguibile 
nello stesso modo (v. n. 16), ma sarà effettivamente eseguibile solo se saranno fi- 
nite le somme la^ e Za'i- Abbiamo cosi il 

Teorema I. La condizione necessaria e Bufjicienle afJincUc «Jt« sowmia di nu- 
meri complessi in numero infiniti) sia jinila, è che siano finiic separalamentc le 
somme delle parli reali e dei coefficienti deWunità i. 

Oltre a questo si possono enunciare altri due criteri importanti per riconoscere 
sotto quali condizioni sia finita una somma dì infiniti numeri complessi. 

Teorema li. La condizione necessaria e sufficiente af^nchè una somma di 
numeri complessi in numero ivfinilo sia fÌ7iita, è che sia finita la sofnmn det 
moduli dei suoi termini. 
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Dimostrazione. Abbiasi in somma degl'infiniti numeri 

«r + «V i , (r = 1 , 2 , 3 , . . . in inf. . . .) ■ 

La condizione enunciata 6 necessarin. La somma dei suddetti numeri abbia un 
valore finito S; avranno pure un valore finito, per il teorema I, le somme delle 
quantità a, ed t.',, e quindi se con la,| , |«',| indichiamo i valori assoluti dei nu- 
meri «r ) a'r) saranno pure finite le somme di questi valori assoluti per il tèor. Ili 
del n. 52 ; percui sarà finita anclic la somma delle infinite quantità la,| + |oVI- Ma 
si ha, prendendo il valore assoluto del radicale : 

VV + «v» < l«,| + Ki 

ed essendo finita la somma dei secondi membri , sarà a (otììotì finita la somma 
dei primi membri di queste diseguaglianze. 

La condizione è anche sufllciente. Sìa finita la somma degl'infiniti numeri po- 
sitivi Vo,* + a',*. Si ha 






ossia dall'essere finita la somma delle -Ja^ + a"* saranno finite le somme delle 
0, , a', . 8 quindi per il teorema I, la somma delie a, + a',i, e. d. d. 

Teorema III. La condr'2Jone necessaria e stifUcienle perchè la somma di in- 
finiti numeri coniptesdi sin (inila, è che la somma di un numero qualunque ma 
finito di lermini presi ad arbitrio fra queóti abbia il suo modulo costanfcmenfe 
minore di tm numero positivo e finito A. 

Dimostrazione. La condizione enunciata è necessaria. Sia finita la somma 
degl'infiniti numeri a-r+a'^i. Per il teorema II è finita la somma degl'inOniti nu- 
meri s/Of* + a'f* : esiste pertanto un numero finito A maggiore della somma dì un 
numero qualunque di termini presi ad arbitrio Ira i termini ^a* ■- a',* * ovvero 
sarà per qualunque valore dell'indice n , 



A > 2 Va,* + «V 
e quindi a forliori per il teorema I del n. 43 , 

A>[ £ (a, + aVO . 
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La condizione è suRlciente. Esista un numero A che sia maggiore del modulo 
di qualunque somma formata con un numero finito dì termini «r + a'ri- Estraggo 
fra le a,+ af^i quelle in cui a, è positivo, e le indico con tj^ -H)', t : si ha per 
ipotesi, qualunque sia n, 

A > I S (TI, + »)', ()| 



A > 2 *), + »£ l'r 

ma il secondo membro è 



^/(i,'''y +(!,'''')*> li'"' 



onde si deduce che il numero A è maggiore della somma di un numero qualun- 
que di }],. 

Si prendano ora quelle a,.+ ìa.\ in cut la «, è negativa, e si indichino con 
-fir + tCiVi ^i trova similmente che A è maggiore della somma di un numero qua- 
lunque di 0, e quindi per il teorema 1 del n. 18 la somma delle a, sarà finita. 
Analogamente si dimostra che è Anita la somma delle a'^, quindi è finita la somma 
delle a, -i-aVi, e. d. d. 

SS. Teorema. Se 

«r + a', i , (r = 1 , 2 , 3 , ) 

sono numeri con^Iessi in numero in^ntto, e la somma di guesfi numeri ha un 
valor finito S, te somme 

verranno a differire da S, eoi crescere di n, di tanto poco guanto si vuole, ossia 
coniierjcroTino al valore S. 

Dimostrazione. Indico con )], le a. positive, con -4, le negative, con ij', le 
a' positive, con - 6', le negativo ; e pongo 

S, =2)], , S, =16,. , S,"=l*)i, , S,"=18,, 



TOL. iriii 
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Iq virtù del teorema dimostrato a n. 50, preso ud numero e arbitri 
piccolo sari possibile trovare Talorì di n tanto grandi che sia 



s', - s'," < ^ , s; - S'/ < l , 

da cui, essendo 

I S, - S," - (S, - S.») + i (S.' - S',») - i (S, - S'.») I 

< IS, - S,"l + IS, - S,"l + IS, - S',"| + IS, - SVI < s , 

sarà per n abbastanza grande corrispondentemente ad e 

|S-S,|<e 

ossia le somme S. convergeranno ad S, e. d. d. 

La convergenza delle somme S. è indipendente dall'ordine con cui ; 
pano i termini a^ + a'^i, percbè il valore S è indipendente dall'ordine 
termini. 

{. IV. ProdoUi di infiniti fattori. 

56. Se a, , 0, sono due numeri complessi determinati , 

a, = a, + a't t , n| = a, + a'i i' , 

il prodotto a, Of sarà pure un numero determinato 

0, o,=a, a, -a'jtt', + i(a, a', + «!«'))• 

Analogamente sarà determinato il prodotto di n numeri determinati a,,t 
e si tratta in ciò che segue di studiare in qual modo e sotto quali con 
potrà definire il prodotto se ì fattori sono in numero infinito. La defini 
si darà di prodotto di ivfinili fattori deve soddisfare alle seguenti condì 

a) di coincidere colla definitione ordinaria dì prodotto se il nume 
tori B) riduce ad essere finito ; 

b) debbono valere le leggi caratteristiche della moltiplicazione , ci 
il valore del prodotto indipendente dalla legge; con cui si aggruppano i 
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e) sarà conseguenza della deSniiione la convergenza dei prodotti P,-a,ai...a, 
col crescere di n ad un Talore determinato, che sarà il valore definito come prò - 
dotto ; cioè preso i piccolo ad arbitrio sì potri sempre trovare un valore N tanto 
grande cbe per n > N sia costantemente 

|P-P«l<e. 

Da questa osserraiione risulta- che col crescere di n, le differenze fra le a„ 
ed 1 devono tendere allo Ecro e si à cosi condotti a porre 

o, = 1 + ft, , 

dove fra )e 6. ve n'è un numero infinito il cui modulo è inferiore a qualunque 
quantità data. 
ai. Si ponga 

/ P, = 1+&,, 

l P, = (I + 6,)(> + 6.) = i + 6, + b. + ft, fc, , 
(l) I Pi = (l+6,)(l+(»iKt+6,)= l+t»,+6,+6.hi+63+fc,6s+6ib,+h,6A , 



si ottiene cosi P, espresso in forma di una somma , e precisamente somma delle 
seguenti quantità g^ : 

ff. = 6, 

g, = bt + b 

(8) 

g, = 6, + 6, 6j + ft, 6, + 6, 6, 6j 

Si = 64 + 6,6* + 6.6* + 6,6|6* + b,b^ + 6,6,64 + 6A64 + 6,6(6,64. 



La legge di formazione dì queste quantità g è evidente : la g, si forma mol- 
tiplicando per b„ tutti i gruppi che precedono e sommandoli ; e si ha 



(3) 



= l>. + Oi + Ji + S.+ - 
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Ciò posto, il prodotto dcgi'inAniti fattori 1 h b, verrii definito nel scgueDte 
modo : 

<( Si chiamerà prodotto degl'infiniti fattori i+b^ e si indicherà con 

0(1+6.) 

n la somma delle g„ definite dalla precedente tabella ('?) ogni qualvolta questa 
« somma riescirà finita u. 

Ha sappiamo che la condizione necessaria e sufficiente afilnchè una somma di 
infiniti summandi sia finita . è che sia finita la somma dei moduli dei termini; noi 
iriilicheremo con ^, il modulo b^, e considereremo la seguente tabella, in cui le 
<7, sono maggiori o almeno eguali ai moduli delle g^ , e sono formate coi moduli 
dei termini della tabella (2) : 






ora ci basterà studiare la somma delle quantità positive o. per trovare sotto quali 
condizioni sarà finito il prodotto delle 1 + b^. 

K8 Teorema, n La condizione necessaria e sufficiente affinchè il prodotto de- 
« gl'infiniti fattori 1 +6. definito come sopra abbia un valore finito, è che sia fì< 
n nila la somma della quantità p„, moduli delle 6, u. 

DiMOSTKAZiONE. Cho la condiiione enunciata sia necessaria risulta evidente dal- 
l'essere la 1^, contenuta nella So,. 

La condiiione è anche sufllciente. Si indicherà con S il valore della somma delle 
P supposta finita, e si distingueranno due casi : 

a) S<1. Si parte dall'identità 

1 + Pr = 



da questa risulta : 

(l+p,){^^ 



1 


1+p, 




1 


1- 





l+f. 
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ma 

(■-T^)0-Tls)''-r^-fTK>'-**f') 

onde 

Moltiplicando il primo membro dì questa djsegu^glianza per 1 + ^, , il secondo 
per la quantità maggiore j — r- viene 



e cod in generale 

(. + p,)(i + p.) . . . (I + fo < ,,(g,.^p^...t^ - 

Se in questa formola alla Bomma 

P. + P» + + K 

sostituisco S, somma di tutte le ^, aumento il %" membro e quindi a fartiori 

(I + ?,)(!■+?.) ■•■(l + ?J<i4s- 

Questa forinola serre a dimostrare cho il prodotto degl'infliiiti fattori I + ^^ 
ha un valor finito. Infatti si è definito come valore di esso prodotto il valore 
della somma 



1 + a, + 0, + . . . + 0, = (I + p.) ti + P.> + P.) • ■ ■ (» + P J < jzrs ' 

dunque la somma di un numero qualunque fluito di sommandi o, ai mantiene co- 
stantemente inferiore ad un numero finito _ „ ■ , ed è quindi finita a fortiori in 

valore assoluto la Ig,. 

ò) 8> 1. Poiché la S è finita, sarà anche convergente per iLn" SO, onde sari 
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sempre possibile trovare una tale S^, che la somma delle rimanenti 

abbia un valore minore dell'unità; allora per il prodotto degl'infiniti Tattori 
1 + P»*i . 1 + Pm 

varranno le conclusioni del caso precedente, ed il prodotto restando Anito quando 
lo si moltiplichi per i fattori 

1+ p, , 1 + Pt I + P^, 

in numero finito, sari finita la somma delle 9. e quindi il modulo della Zg^ , e. d. d . 

S9. Dimostrato che un prodotto di infiniU fattori 1 +6. è finito se è Unita la 
serie dei moduli delle quantità 6, , si può dimostrare ancora : 

a) Che i prodotti 

P- = (l + b.)(l+ft»)- ■ -(l + fe.) 

convergono col crescere di n al prodotto degl'infiniti fattori cbe diremo P. 
Si ha infatti 

|PJ = l(l+6,)(l + 6.)...<l+6,)|_<l + P,+Pi+..- + P,pi...p«; 

cosi, se sia posto 

(l + b.^,)(l-[-6.^.»)+...=l+e, 
sarà 

lej < P«^i + P.4.Ì+ ■ . ■ + P-+. P«.» ■ . . + 

onde 

l+|eJ<Cl + p».,)(1+P^,)... 
Ha posto 

S = P^, + ?»+i + 

si ha, come si è visto, e prendendo n abbastansa grande perchè sia S < I , 

{1+P...)(I +§-*.)+ ■■•£i4's 
e quindi 

' + Wìt4s- 
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il vaiore assoluto o modulo di (lueuto quoziente sarà per l'appunto 
1(1 + (►«.,){! +(»«*,)■ . -Il'+is-iffr-s' 

e qui 8t potrà prendere n tanto grande cbo nella somma delle ^ , S sia arbitra- 
riamente piccolo, il cbe è possibile per la teoria delle somme di infiniti termini : e 

p 
quindi g- si renderà in valore assoluto, per n sudlcientemente grande, minore di 

qualunque quantità data. 

b) Cbe ad un prodotto P di infiniti fattori si possono estendere le leggi della 
moltiplicazione di fattori in numero finito : ossia, se il prodotto degl' infiniti fattori 
1 -V b. ha un valor Qnilo, dimostreremo cbe avrà pure un valor finito il prodotto 
dei fottori 

» +c„ 

dove con 1 +c„ si indichi un nggruppameiito arbitrario ilei fattori di P, e che il 
prodotto dei gruppi 1 +c„ sarà eguale al prodotto dei primitivi fattori 1 +6,. 
Sia infatti : 

/ l+c,= 0+MO+h\)(l + l»",) 

j Ì+c, = (l+6,)(l + 6',)(!+6"0 

il prodotto 11 (t + b,) equivale a 

(1) I +b, + 6t+ b|6»+fc, + t'i6j + I»|6a + 6|i»|ft|+ ■ ■ - 
per definizione, mentre il prodotto 11(1 +c„) equivale a 

(2) I +c, +e, + c,c, + Cj + c,c, + c,c, + c,c,Cj + . . . 

Ma si osservi che 

c, = b, + b\ + (i,6', + . . . , 
c, = fcj + (t', + fc,h't+ . . . , 
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perciò i termini della somma (2j non sono altro che i termini della somma (t) ag- 
gruppati in ordine differente: ora si è (limostrato che se la somma (t) è finita, 
la somma (2j sarà pure finita ed avrà lo stesso valore della (I); Io stesso tarr& 
dunque anche per i rispettifi prodotti. 

60. a) Siano i due prodotti di infiniti fattori : 

n(l+6,) , n{l+c,), 

ui indicheremo i valori rispettivi con P e Q. Dico che il prodotto 

11(1 +ft,){l + c„) = TI(l+6, + c,+ 6,c,) 

nìto ed avrà per valore PQ. 

il prodotto n(l -fbM)(1 +rj sarà Anito, per il teorema del $. 58, «e 

a somma 

somma è Unita perchè , in virtù dello stesso teorema , essendo finiti i 
ì Q, saranno pure finite le somme 

SIM e S|cJ. 

il suddetto prodotto ha per valore PQ, perchè il valore del prodolto 
SODO 

con una somma di infinite quantità, e questa si trova essere identica 
n* 51) colla somma che esprime il prodotto delle due somme £6, e Zc,. 
1 prodotto 

0(1 + 6^ 

"e finito P e tutti i suoi fattori sono differenti da zero, avrà un valore 
ara precisamente = anche il prodotto II (- — r ). 



£|&J 
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è finita, sarà tale anche la somma 

yjM_ 

perchè indicando con 7 un valore minore del minimo modulo |1 + b„| che per ipo- 
tesi non è mai nullo, si ha 

dunque per il teorema del n. 58 il prodotto 

n('-r^>"(T^.) 

ha un Talor finito. Inoltre essendo por la I' parte di questo numero 

"<'+''->-"(fTT;) = "l<'+'-'TTF.! = '' 



-(r^)4- 



r) Da quanto si è detto risulta che se 

n(l + 6J , IKl + c,) 
sono due prodotti aventi valori finiti P e Q rispettivamente, il prodotto 
n + 6.> 



n (' + »-■) 

\i + C,/ 
P 

e - , sotto I 
a parte 6) d 



p 

sarà pure Unito ed avrà per valore - , sotto la condizione ohe tutti i binomii l+c„ 

siano diversi da zero. Infatti per la parte 6) di questo numero 



e per la parte a) 

n(J-±l.) = n(. + 6.)n,-!- = P.' ? 

M + c„/ ^ -^ l + c„ Q W 

e. d. d. 

VOL, XVUI. 
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EZIONE SECONDA 



ALCUNI TEOREMI SULLE GRANDEZZE IK OEHSBALE. 



S- I. Definizioni. 

1. Sìa X una lettera cui sì può aseegoare qu^unque valore reale : rìnsieme 
dei valori che può prendere a; sì dice costituire una vaiielà semplicemente inanità 
ad una dimensione, ed alla lettera daremo il nome dì rarìabile. 

Siano X, , Xf , . . ■ , x^ , n lettere scritte in un determinato ordine, e ciascuna 
possa assumere qualunque valore reale da — oo a +oo ìadipendentetnente dalle 
altre. L'insieme dei sistemi di valori clie sì possono dare successivamente alle n 
lettere x, , x^ , . ■ . , x^ ai dice costituire una varietà n volle in^ntla , o ad n 
dimensioni. 

Nel primo caso, un valore speciale attribuito ad x si dice posto o punto nella 
varietà semplicemente infinita. 

Nel secondo caso, un sistema speciale di valori attribuiti alle n lettere si dice 
posto punto nella varietà n volte infinita, Il posto speciale che si ottiene per il 
sistema dì valori 



verrà indicato per brevità con 

{a, , a» , a,) 

e anche semplicemente con (a) nei casi in cui non vi può essere ambiguità. 

Per esempio se con x rappresentiamo ta distansa di un punto mobile di una 
retta indefinita da un punto fisso della stessa retta, l'insieme dei valori di x co- 
stituirà una varietà semplicemente infinita, e ad un valore di x speciale o ad un 
posto speciale della varietà corrisponderà un punto speciale sulla retta. 

Cosi, se con x, , x^ , x, rappresentiamo le coordinate di un punto mobile libe- 
ramente nello spazio ordinario, riferito a tre assi coordinati ortogonali, l'insieme 
dei sistemi di valori di x, , x^ , x, costituirà una varietà triplamente infinita, e ad 
un sistema speciale di valori per x, ,Xt , x, corrisponderà un poslo nella varietà 
e un punto speciale nello spazio. 
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Si deve però intendere che si può parlare di varietà ad una, due, . ■ .n di' 
mensioni senza alludere per questo ad alcuna rapprcseotaslone concreta. 

3. Sia un posto (a) io una varietà ad n dimensioni, cioè si consideri il sistema 
di valori 



,x. = a.: 



r insieme dei posti che si ottengono dando ad x, , Xj , • . . , Xb tutti i valori rì- 
spettivamente compresi fra 

0,-5, ed o + 8', 

o, - «, » a + 8', 



0,-8, B o, + 8', 



si dirà costituire un intorno del posto (o). I valori delle quantità positive S^,S^,. .,8, 
saranno determinati in ogni caso particolare dalla natura del problema che si ha 
in vista. 

Se i numeri positivi 8, , 8^ , . . . , 3, possono in una determinata questione, 
prendersi piccoli quanto si vuole, si dirà che t'iiilorno del posto (a) si pu6 pren- 
dere arbitrariamente piccolo. 

Si dicono posti aU'inflnilo in una varietà ad n dimensioni I sistemi di valori 
nei quali uno o pii:i degli n valori attribuiti alle lettere è infinito. 

S'intende con intorno dell'infinito l'insieme dei posti tali che sia, (indicato 
con |X(| il valore assoluto di a;,) 

|a;,| > N, , Iccil > N, , , la;,] > N, 

dove N, , N| , ■ . . , N, sono numeri positivi, determinati in ogni caso dalla natura 
della questione che sì ha in vista. 

3, In una varietà ad n dimensioni si prenda a considerare rìnsieooe dei posti 
dati da una stessa regola, o in altre parole, delerminati da una definizionfi co' 
mime ; e si rappresentino con (x') questi posti speciali mentre (x) denoterà un 
posto qualunque della varietà. Si possono allora presentare due casi : 

I. Essendo (x',) uno qualunque dei posti considerati si possono determinare 
numeri positivi 8, , 8^ , . . . , 8, tanto pìccoli che nell' intorno di (x'o) 

a;',,, - 8, x'o., + 8, 

x',,, - 8, X',,» + S, 

aj',,,-8, iW^^. + S, 



dby Google 



)( 236 )( 

non cada alcun posto fra qui^lli specialmente considerati, all' infuori di (a!'„). In tal 
caso i posti (a;') si dicono formare una nert'e discreta. 

II. Essendo (a;',) uno qualunque fra i posti considerati e presi i numeri po- 
sitivi 3, , 3, , . . . , 5, piccoli quanto si vuole, nell'intorno (cc'o - S . . . x'^ + S) ar- 
bitrariamente piccolo cadono sempre altri posti fra quelli specialmente considerati, 
olire ad (as'o). In tal caso i posti definiti (x^) si dicono formare «ti conKnuo. 

Per esempio, se C , C , C" sono tre costanti ed m , m' , m" sono numeri interi 
qualuuque, i posti definiti da 

a;, = mC , a;, = m'C , aj, = m"C" 

formano una serie discreta di posti in una varietà a tre dimensioni, mentre i posti 
definiti da 

x\* + a;',* + x'3*<- 1 . 

formano un continuo in una varietà pure a tre dimensioni. 

i. Abbiansi infiniti posti (x') soddisfacenti ad uaa definizione comune e formanti 
uà conlinito, e siano (x'g) ed (x'^) due di questi posti. Si dirà cbe i posti speciali 
fra ì posti (aj') 

(a^,) , lx\) , (x\) 

stabiliscono un passaggio continuo fra (x'g) ed (a;'^) quando {x\) è preso in un in- 
torno di (aj'„) , (as',) in un intorno di (a;',) , (x',) in un intorno di {x\) e così »ia, 
infine (x'^) in un intorno di (ce',), l'ampiezza di questi intorni essendo determinata 
d'altronde dalla natura del problema che si tratta. Ciò posto, un continuo si dice 
contipsiio quando fra due posti qualunque di esso si può sempre stabilire un pas- 
saggio continuo, il contomo non è connesso e si dice anche composto di più pezzi 
separali nel caso contrario, un continuo può anche essere composto di infiniti petii ; 
cosi il continuo definito da 



in una varietà ad una dimensione , esprimendosi con m un intero qualunque. Ri- 
cordisi che con queste definizioni non s'intende però di alludere ad alcuna rappre- 
sentazione geometrica. 

Siano ancora (xO posti soddisfacenti ad una deflnisione comune e costituenti 
un conlmuo. Un posto {x'^) preso fra questì si dirà appartenere all'inforno del 
continuo se tutti i posti di un intorno sufficientemente piccolo di (x'J appartengono 
pare ai posti (tu'); invece uà posto (x\) si dirà appartenere al contomo del cod- 
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tinuo se in un intorno di {af,,) i>iccolo quanto si vuole si troveranno costantemente 
posti appartenenti alle (x') insieme con altri non appartenentivi. Un continuo può 
constare dì un conlorno, e non avere interno, come il continuo definito da 

x\*-+x\*+x'3*= I. 

Un continuo si dirà estendersi air infinito se si può soddisfare alla definizione 
comune dei posti (x") del continuo dando valori grandi quanto si vuole ad alcune 
delle lettere ce, , x, , . . . , x.. 

§. II. Propo$Ìziotìe fondamentale- 

S. Teorgha. (( Se in una varietà ad una dimensione si himno infiniti posti 
R soddisfacenti ad una definizione comune si troverà in quella varietà per lo mena 
« un posto avente la proprietà che in qualunque suo intorno , per piccolo che si 
u voglia prendere , esisteranno sempre infiniti posti soddisfacenti a quella defini- 
i zione n. 

Dimostrazione. i<* Caso. Indichiamo con x' i posti soddisfacenti ad una dell 
niiione comune ; siano le sf in numero infinito, e si suppongano inoltre tutie finite 
e positive. 

Esisteranno certamente due numeri finiti e positivi ^r, e j/, tali che tutte le 
x' siano minori di j, e maggiori di jr, : quest'ultimo numero può anche essere 
nullo. Si prenda un numero a qualunque intero, positivo e maggiore deirunità, e 
si consideri la Berte 



In questa serie si troveranno sempre due termini, uno —^ che sarà l'ultimo 
■ che sarà il primo superiore a g^; talché sarà 



e tutte le af saranno cosi comprese fra 
tervalli 
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que&lì sono in numero finito, le x' godo inTOce in numero infloito, e quindi almeno 
in uno di questi intervalli cadranno infinite x'. Indicbiamo con [ji,] il primo di 
questi interfalli entro cui cadono infinite sd, sia cioè [|i,] l' intervallo 

a' ' ' a ' 

Si consideri poi la serie 



« . ; . ' ' 



a* ' o» ' 

I questa si troTeranno, come nella serie precedente, due termini ^ ed ■ , 



m* tn* + n* 

^<»,<».<-jr-' 

e Tra gì' intervalli 

m, m,+ I m,+ I m, + a 



vi sari un intervallo 

cbe sarà il primo tn gl'intervalli precedenti entro il quale cadranno infiniti posti x'. 
Dico ora cbe t'intervallo [m| è tutto entro [{i,]. 
Infatti le x' inrerìorì a — sono in numero finito, ma quelle inferiori a ^ 

sono in numero iuBoito : così pure le x' inferiori a ^ sono in numero Baito, ed in 



m , !*« ^ ' 



da cui 
(I) <im<m + ! 
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e quiodi, essendo queste disegaaglianze fra numeri interi, sarà anche 

(2) oi*i<m . (m-l<0(i,+o 

e quindi 

{2') b<i'dl 1*1 + * < V-i + ^ 

a — o* ' a* — a 

ossia [tjj] è tutto entro [v-,]. 

Definiti analogamente gl'intervalli 



[tt.1 > [M. 



si troverà similmente che l'intervatlo [|i«] sarà tutto entro [it,_,l. 
Ciò posto, si consideri la somma 

^ ' a \a* a/ \a* av 






Dico che questa somma è Unita: infatti essa è composta di soli termini po- 
sitivi per le dìseguaglianze (ì^ ora dimostrate, ed essendo per le diseguaglianzc (1) 



a Va' o» / 



ossia, indicando con h una quantità positiva minore dell'unità, 

■^ ' b" * o" a - 1 

Dico ora che questo numero Unito A è precisamente il posto della varietà x 
indicato nell'enunciato. 
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Essendo infatti dalle diseguaglianse (^) generalizzate : 

P»..-»lSi<»-< ■ 






ossia, posto con k un numero positivo e non maggiore dell' unità , 
a" a"*' a — 1 

per cui 

(5) '^<i<e4^. 

Queste ultime diseguaglianze dimostrano che il posto A cade entro ogni inter- 
vallo [{fnl ■ ora preso un numero S piccolo ad arbitrio si potrà sempre prendere 
n tanto grande che sia 



ossia fra A - S ed A -{- 8 cadrà tutto l' intervallo [p^ e quindi a in un intorno di 
» A piccolo quanto si vuole cadono infiniti posti x', di quelli definiti dalla data 
)) legge comune u, e. d. d. 

Risulta evidente dalla dimostrazione stessa che (ra i posti della varietà x pos- 
sono esistere non uno solo, ma più posti A aventi la proprietà indicata. Non è ne- 
cessario che questi posti A siano Tra i posti definiti x', benché si trovino posti ac' 
vicini ad A quanto si vuule- 

II. Caio. Le x' siano ancora tutte Unite, ma alcune di esse siano negative. 
Questo caso si riconduce al precedente ponendo 

x = z k 

dove ft è un numero positivo maggiore del valore assoluto della minima x' ; allora 
ai posti detti x' nella varietà x corrispondono posti z' tutti positivi nella varietà z. 
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ni. Caso. Le se* definite siano suscettibili di diventare superiori a qualunque 
quantità data. Allora, o tutti i posti della varietà x appartengono alle x' , e in 
questo caso il teorema è dimostralo da sé; o si può determinare un posto S il 
quale non soddisfi alla definizione delle af. Si ponga allora 



x-V 

La lettera z ci rappresenta una varietà semplicemente infinita, in cui alle a 
della varietà x corrispondooo determinati posti z' , 



e Ig z' non possono diventare infinite. Esiste allora, per il I* caso, un posto Z della 
varietà z avente la proprietà che in qualunque intomo di Z cadono infinite z'. A 
questo posto Z corrisponderà nella varietà x un posto X avente la stessa proprietà , 
e cbe sarà 

^ Z-1' 

se Z = 1 , si potranno trovare x' il cui valore sarà grande quanto si vuole , ossia 
X sarà infinito, ma avrà la proprietà indicata dall'enunciato; se Z è diverso da 1, 
X avrà pure la proprietà indicata perchè è facile dimostrare che si può sempre 
prendere nella varietà z un intervallo Zg-z, tanto piccolo che l'intervallo corri- 
spondente x^-x, nella varietà x sia minore di qualunque quantità data. 

6. 11 teorema del n° precedente si può generalizzare estendendolo ad una va 
rietà di n dimensioni : si può dire cioè che: 

([ Se in una varietà ad n dimensioni si hanno infiniti posti soddisfacenti ad 
« una definizione comune, e che indicheremo con (oc'), si troverà sempre in quella 
e varietà [ler lo meno un posto (X) avente la proprietà che in qualunque intorno 
B di (X), per piccolo che si prenda, esisteranno sempre infiniti posti (ss') ». 

La dimostrazione del teorema nel caso generale è informata agfi stessi prin- 
cipi! della dimostrazione del caso particolare esposto: conviene solo osservare che 
non sì può dire che due posti (a) e (b) di una varietà ad n dimensioni si seguono 
a meno di una convenzione speciale. Stabiliremo pertanto che il posto (b) sì dirà 
se^ttirc il posto (a) nel caso in cui sarà 
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(essendo il posto (a) il eistcma di valori 



x,=a. , aj, = a, , 



ed il posto (6) il sistema 

ce, = t», , oc» = b» , , aj, = fi,) 

ci| = (), , a^ = bj . . . , , aj_, = 6(_, 

(6) se^ti'd il posto (a) m sarà 

o, < bj. 

Ì6 z è una lettera cui si possono dare tutti i possibili Talori complessi, 
ì dei valori di z costituirà una varieU n due dimensioni. InTatti posto 

z = xiiy, 

ettere x eà y possono assumere, indipendentemente Tuna dall'altra, tutti 
ili valori reali e quindi i sistemi di valori di a; ed y formano nel loro in- 
aa varietà a due dimensioni. 

lilmente, se z, , z^ , ... , 2, sono n lettere cui si possono dare tutti i pos- 
lori complessi, ed indipendenti le une dalle altre, l'insieme dei sistemi di 
le si possono dare alle n variabili costituisce una varietà a 2n dimensioni, 
ciascuna variabile complessa corrisponde a due variabili reali indipendenti. 



5. in. Limiti sìiperiorc ed inferiore. 



)CDotiamo con x' inQnìti numeri reali definiti da una legge qualunque, esi- 
mprc per questi numeri un iimilo superiore ed un limile inferiore; cliìa- 
imilc superiore un numero I. tale clic non n siano x' maggiori di L e die 
I L - e dove £ è un numero positivo arbitrariamente piccolo cadano sempre 
;', chiamando limite inferiore un numero ì. tale die non vi siano af mi- 
'. e che fra X e X + E, dove s è positiva ed arbitrariamente piccola, cadano 
alcune x'. 
OSTRAZIONE- V Coso. \ numeh x' siano tutti finiti e positivi. Si prenda a 
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Goasiderare la serie 



oj,?,?, 

a a a 



dove « è un numero positivo, intero e maggiore dell'unità. 

In questa serie s'incontrerà necessariamente un termine ^ che sarà il primo 
ad essere maggiore di tutte le x' ; in altri termini tÌ saranno delle x' superiori a 
— , ma tutte saranno inferiori a ^. Si prenda poi a considerare la serie 



ft* a ' 

t*,>«lt, -a 
e trattandosi di numeri interi 

0)1, ^ [1, , 

da col 

Si formi ora la serie 



«) ^='f+(?.-tì+(?.-^)+-+(^-N^- 



dove le frazioni 
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sono definite nello stesso modo delle -- e !-| , e dove è in gCDerale : 



Si potrà scmere : 

^-o~V— Si— + — 55— + ) 

e anche 

a" V a"*' "^ a**» "*" /' 

ed essendo per le discguaglianie dimostrate 

Of « - Cb+i < a 

sarà, indicando con h un numero positivo minore dell' unità 



(2) L = i^ - 4 



0-1' 



ossìa L avrà un valore finito. 

Dico ora che questo numero finito L è il limite superiore indicato dall'enun- 
ciato : cioè dico che non vi sono x' maggiori di L e che cadono sempre alcune 
x' fra L ed L-e, per piccolo che si voglia s 

Se vi fosse infatti una a;' maggiore di L kì potrebbe sempre determinare una 
quantità e inferiore alla differensa af — L; allora sarebbe 

x'>L + e 

ossia al di là di L + e Ti sarebbe una a^ almeno. Ha si può sempre, nella formo- 
la (2), determinare n tanto grande che «ia 



e quindi 
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Ha per defiDizione al di là di — ^ non vi sono x', e quindi a forliori non ve 

ne saranno al di là di L + ( , il che contradice al risultato precedente. Si deve 
dunque ammettere che tutte le x' Bono inferiori nd h. 
Ed essendo per tutti ì valori di n 

o" 
sari possibile di prendere n tanto grande ohe sia 

a" 

Ma non vi sono x' inferiori ad L, e ve ne sono certamente al di là di ^~- 

ar 

ossia al di li di L - e : quindi fra L - e ed L cadono sempre alcune x' per piccolo 

che sia e, e. d. d. 

In modo del tutto analogo si dimostra l'esistenza del limite, inferiore 'k, infe- 
riore a tutte le a^ ma tale che cadono sempre alcune a^ fra X e X 4- e. 

U. Coso. Si suppongano le x' tutte finite, ma in parte positive e in parte ne- 
gative : basta allora considerare le sole x' positive e dimostrare per queste l'esi- 
stenza del limite superìore , quindi prendere le a/ negative in valore assoluto , e 
dimostrare per questi valori assoluti l'esistenza del limite superiore, il quale can- 
giato di segno, sarà il limite inferiore delle x'. 

in. Coso. Se le as' sono tali da potersi dimostrare maggiori di qualunque quan- 
tità data, il loro limite superiore sarà il valore x = w , in tal caso s'intenderà che 
l'intorno dell'infinito è costituito da tutti i valori superiori ad un certo numero N, 
e che vi sono sempre alcune x' in qualunque intorno dell'Infinito. 
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SEZIONE TERZA 



SUL CONCETTO DI FUNZIONE ; OSSERVAZIONI E PROPOSIZIONI GENERALI. 



3. I. Definizioni. 

1. Se una quantità variabile, reale complessa, che diremo y, è legata ad 
un'altra quantità variabile reale complessa x in guisa che ad un valore dì x cor- 
rispondano entro certi limiti uno più valori determinati per y, si dirà che y è 
/■unzione di x «et senso piii generale del vocabolo funzione ; e si scriverà 

y=^nx). 

ije una quantità variabile y reale complessa è legata ad altre n quantità va- 
riahili reali complesse 



per modo che a tutti i sistemi di valori di queste n variabili corrispondano entro 
certi limiti uno più valori determinati per y, si dirà che y è funzione delle n 
variabili x^ , x^ , . . . , x„ nel senso piit generale del vocabolo funzione. 

2. Una funzione di una variabile x si dirà continua entro certi limiti di va- 
lori di X se preso un valore qualunque x^ entro quei limiti e un numero e piccolo 
ad arbitrio, sarà possibile trovare un tale intorno di x^ che per tutti i valori x' 
presi in questo intorno, sia in valore assoluto 

f(.xf)-f{x,)<s. 

Una funzione di n variabiH 

y = f(Xf , Xt , acj . . . . , cBb) 

sì dirà continua eatro un certo campo nella varietà rappresentata da x, , Xj , ■.. , x. 
se preso un posto 
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entro questo campo e preso pure un numero e piccolo ad arbitrio, sarà possibile 
trovare un tale intorno del posto 

che per tutti i posti 

presi in questo intorno, sia in valore assoluto 

f(a;,' , ce,' , . . . , x,-) - /"(ac." , ac»" , ■ ■ ■ , x.") < e. 

3. Se 1/ è una funzione di x nel senso generale della parola funzione , e se 
per un valore cCg di ce e per tutti i valori di h inferiori in valore assoluto ad un 
dato valore H ft possibile porre 

f(x„ + h} = t(x„) + h<i{x„,h) 
dove 

rappresenta una funzione continua di h, cioè si può porre sotto la forma 

r'(as„) + v(aj. , h) 

dove ora f (Xo , h) va a zero con (i , talché 

(1) f(x„ + k) = f{x^) + h f (Xg) + h 9 (x, . h) 

si dirà che f'i.x„) è la tiemola di f(x) per x = Xa, e se la formola (1) vale per 
tutti i valori di x compresi eatro certi limiti, si dirà che la funzione (ix) ammelle 
ìiiui deriviila entro quei limiti. 

Si è creduto Uno a questi ultimi tempi che l'esser continua bastasse ad una 
funzione per ammettere una derivata ; anzi in molti trattati di Calcolo differenziale si 
danno dimostrazioni del teorema: n Ogni funzione continua ammette una derivata ». 
Ma queste dimostrazioni ammettono tutte implicitamente qualche proprietà che non 
6 contenuta nel concetlo generale di funzione; e d'altronde bastano a rendere 
vana qualunque dimostrazione gli esempi molteplici di funzioni (quali si sono effet- 
tivamente costruite in questi ultimi tempi) che sono continue in tutto un intervallo, 
ma in questo intervallo non ammettono una derivata in alcun punto. Fra le altre 
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si può citare la Tunzione 

nl-2-3. ..fix 



«-)=5:t^ 



che h continua e finita per tutti i valori reali dixda-oo a+4o,e non ha mai 
derivata. 

Se 1/ 6 una funzione delle n variabili x,,Xi,...,x^, e se per un posto (sc^) 
della varietà x, , x, , . . . , a;„ e per tutti i valori delle quantità h, , h^ , . ■ . , k„ 
minori in valore assoluto dei nuroeri positivi H, , H^ , ... , H„ . è possibile porre 

fix," + h, , x," + h» oc," + ftj - ({x," , a," , . . . , x„') = 

= ft (x," , as," , . . . , x„*) /i, + fi (ce," tXt",--, x„') h, + - . . 

... + /"«(x,' , Xt", ... ,x,°)A,+ S 9,(33," , oc,", ...ta!»' ; /!,/(»... h^)h„ 

dove le 9, sono funzioni che vanno a zero con tutte le /i, la funzione f si dirà <Uf- 
ferenziabile per il posto (x) = (x„), e le 



f, , f. , r, , . 


■,f. 




che si dinoteranno rispettìTamente con 






8f SI- Sf 
dx, ' ix, ' dx,'' 




•SS", 



si diranno le derivale paratali della funzione f rispetto alle variabili Xi,Xi^...,x^. 
Dall'essere una funeione di n variabili continua in un campo entro la varietà 
X, , Xf . ... , Xa , non risulta menomamente che essa sìa diiTerenziabile, e si hanno 
infatti esempi del contrario. 

%. II. Zimife superiore ed inferiore Aei valori di fina /itnzione (*). 

4. Sia y = f(x) una funeione della variabile reale x, ed abbia y un valore de- 
terminato per ogni valore dì x compreso fra due limiti p e 9 ; si supponga inoltre 
j/ sempre finita in quell'intervallo. 1 valori di 1/ corrispondenti ai valori dì x com- 



(*) Di qaesto e d'altri argomecti di eguale importunila e Gn qui trascurati, tr&tta 
diffusamente la recente opera del chiar. prof. Dini SvXU /'utijciotii Ji «aria &ite reale. 
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presi fra p e q avranno un limile superiore L ed un limite inferiore X; e se questi 
valori L e X faranno parte dei valori di y (il che non avverrà sempre) L si dirà 
un massimo e X un minimo della funzione. 

5. Teorema- « Se L è il limite superiore dei valori della , funzione y = fix) 
n corrispondenti ai valori di x compresi fra i due limiti p e q, n sarà nell' inter- 
« vallo f/-p per lo meno un punto X avente la proprietà 'che il limite superiore 
« dei valori di y corrispondenti ai valori di x presi in qualunque intorno piccolo 
n quanto si vuole di X, sarà ancora L ». 

Dimostrazione. Sia (i un numero intero, positivo e maggiore dell' unità ,. ar- 
bitrariamente scelto e si formi la serie 



e l'intervallo </ - p sia compreso fra i due termini 



di questa serie. Allora ì valori di y che consideriamo corrisponderanno a valori di 
X cadenti negl'intervalli . 



In ciascuno di questi intervalli i valori di y avranno limiti superiori i quali 
non oltrepasseranno mai L, ed almeno In uno di questi intervalli il limite supcriore 
dei vaiort di y sarà lo stesso numero L. Si indichi con 

±1. ill±A « f„.i 



il primo degl'intervalli in cui il limite supcriore dei valori dì i/ è L. 
Si prenda poscia a considerare la serie 



. -T 
a' 



anche in questa vi sarà almeno un intervallo in cui il limite superiore dei valori 
voL. xviii 32 



dby Google 



)( 250 X 
corrispondenti tli x sarà Io stesso numero L, e sia 



il primo di tali intervalli. Ora in tutto il tratto che precede — , e -j , il limite 

superiore dei Talorì di y non giunge mai ad L, invece prima di — e di -- , - 

il limite superiore dei valori di y, è certamente L, quindi sarà 



' a a* n* o 
da cui 

(2) aii, <(',+ ! . (*, < 0(1, + o 
onde, poiché queste dìseguaglianze sono fra numeri interi, 

(3) 0(*i < (*» , e» + 1 < o(*, + o 
onde 

(4) -!f.t<-''j- , L«+Ì<5ii±i; 



il die significa che l'intervallo [l'ti b tutto entro [ij,]. In simil modo si delìnìrehbe 
un intervallo [[*,1 che ri dimostrerebbe tutto entro [(>,], ecc. , e le forinole da (I) 
a (4) si generalizzano senza difllcoltà. 

Sì consideri ora il valore X definito da 



Y _ l'I . Z' ''I f» ^ j. /' 1*1 ''« ^ j. 



= ^ + ' 






Anzitutto questo numero X è finito perchè essendo per le (3) e le (S) 
< (»„ - aii-„^, < a 
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tutti i termini della serie X saraoDo positìri e sarà 



O 0-1 



Ha X ò definito ancbe da 

onde si troverà analogamente 

0) ^<X<-^+-5!z.--!-i 

a" — a" a" ' o - t 

per essere per le (3) j 

(*• - l^l^n-i < u - I , 

(8) ~^<1^<'^- 



Sì prenda ora un numero e piccolo ad arbitrio ; si potrà sempre assumere » 
tanto grande che sia 



e quindi rinterrano [(*«] cadrà tutto fra X — e ed X + e: ossia in qualunque in- 
torno dì X, piccolo quanto si vuole, il limite superiore dei valori di y sarà an- 
cora L, e. d. d. 

La stessa proposizione vale anche per il limite inferiore. 

Se per a; = X il valore ii y è precisamente L, L si dirà un massimo della fun- 
zione : ma ciò non avviene necessariamente, ed il valore y = f{X) può essere di • 
verso da L. 

6. Si osservi che quando si sa ette una quantità variahilc ammette infiniti va- 
lori p. e- positivi e tutti inferiori ad un numero determinato M, non è lecito concbiu- 
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dcre che questa quantità abbia un valore massimo; si può solo conchiudere che 
essa ha un limite superiore, eguale od inferiore ad H ; similmente se una quantità 
variabile ha infiniti valori tutti superiori ad un numero determinato N, non si può 
asserire che essa avrà un minimo, ma solo un limite inreriore eguale o superiore 

ad N. 



§. 111. Osservazioni sulla definizione del vocabolo funzione. 



7. Gli analisti usarono il vocabolo funzione in sensi diversi, né ad esso voca- 
bolo fecero sempre corrispondere un concetto ben dellnito. 

S'intese dapprima con funzione di x una potenza intera della lettera x; più 
tardi (Leibnitz) s'intese con funzione di x un polinomio razionale intero in x\ po- 
scia estendendo sempre più il significato del vocabolo funzione, si disse funzione 
delle quantità variabili x,y,z, ... qualunque espressione di calcolo fabbricala coi 
segni delle operazioni arilmetiche in numero finito o infinito portanti sulle va- 
riabili x,y,z... e SII altre quantità costanti (numeriche o letterali). 

Tale definizione di funzione (Euler, Lagrange) fa dunque dipendere il con- 
cetto di variabilità da quello di dipendenza con legge aritmetica. 

Ma più tardi s'introdusse nella scienza un'altra defìnizione non appartenente 
esclusivamente alla dottrina dei numeri , e si disse /unzione dette quantità 
x,y,z,... una quantità W che ammette uno o piii valori de(erm.tnati per lutti 
i sistemi di valori di x,y.2 conipresf entro cerlt Itintli. (Bernoulli, Cau- 
cby, Diriclilet). La prima defìnizlone condusse a questa in seguito all'applica- 
zione dell'Analisi alla Geometrìa, alla Fisica, alla Meccanica: si trovarono infatti 
di frequente in Geomelria, in Meccanica, ecc. due grandezze cosi legate fra loro 
che (lato un valore dell'una, il valore corrispondente dell'altra se ne poteva de- 
durre con operazioni di Calcolo, cioè /'unzioni l'una dell'altra nel senso primitivo; 
e si fu quindi condotti naturalmente a dire funzioni una dell'altra due grandezze 
geometriche, meccaniche, ecc. tali che il valore dell'una fosse determinata dal va- 
lore dell'altra ancl.e se questa determinazione non si poteva fare per mezzo di 
operazioni aritmetiche. 

L'una o l'altra dì queste due deQnizioni , ma più di frequente la seconda, si 
trovano riportate in quasi tutti i trattati ; ora né su l'una ab sull'altra sì può fon- 
dare una Teorica delle Funzioni. 

Attenendosi alla prima definizione, si andrebbe incontro al seguente inconve- 
niente. Le prime operazioni aritmetiche con cui si potrebbero costruire le funzioni, 
porterebbero naturalmente alla definizione di altre, cosi dall' addizione e dalla mol. 
tiphcazione si è condotto naturalmente a definire l'esponente, e da questo la ra- 
dice ed il logaritmo. Ha non vi è ragione di arrestarsi a questi primi segni di ope- 
razioni ; e quindi si dovrebbe introdurre un nuovo simbolo ogni qualvolta essendo 
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espresso y in funzione di x 

!/ = C{x) 

per mezzo dei segni precedenti, non riuscisse di esprimere a; per y con gli stessi 
segni. Si sarebbe quindi obbligati, fin àal principio di uno studio delle funzioni, 
e per non introdurre arbitrariamente nuovi segni di operazioni in numero indefl- 
nito. di rispondere subito alla seguente domanda oltremodo complessa : n Sarà pos- 
« sibìle esprimere tutti gli enti analitici che s'introdurranno di mano in mano, e 
« necessariamente, nell'analisi, con segni di operazioni in numero finito o inQnito, 
r[ ma appartenenti ad un limitato numero dì specie? u 

Attenendosi invece all'altra definizione, se si immagina fra x eà y una rela- 
zione di dipendenza soggetta alla sola condizione che dato un valore ad x ne con- 
segua un corrispondente valore per y , si trova che il legame cosi stabilito fra x 
ed y è tanto vago ed indeterminato che è impossibile trovare qualche proprietà 
comune a tulte le /'unzioni. « 

Ed infatti si vede che né adottando la prima definizione, nò attenendosi alla 
seconda, si potranno enunciare come generali ed applicabili a tutte le funzioni i 
teoremi del Calcolo dìITerenziale : e le dimostrazioni date dell'esistenza della deri- 
vata per ogni funzione continua (e riprodotte anche in trattati recentissimi) am- 
mettono nel concetto di funzione qualche. cosa dì piìi che non sìa contenuto nella 
pura dednizrone. 

Si osservi infine che in uno studio puramente analitico delle funzioni non è 
per nulla naturale l'escludere i valori complessi delle variabili, in quanto che si è 
visto dall'introduzione aritmetica di questo sunto che i numeri complessi s'intro- 
ducono necessariamente nella scienza, al pari dei numeri frazionari o negativi e con 
un processo del tutto analogo. Di più, molte proprietà caratteristiche diHle funzioni 
non sì possono mettere in chiaro se si escludono ì valori complessi delle variabili 
(coh! la proprietà dell'equazione 

y = aa + a^x + a^ + - . . + a^"^ 

di dare n valori di a; per ogni valore di y;la. relazione 

e^'scosaj + isenx 

che lega le funzioni circolari all'esponenziale e dimostra non essere tali funzioni 
diverse, come si potrebbe credere dalle definizioni che se ne danno negli elementi; 
la doppia periodicità delle funzioni ellittiche, ecc.). 

Per queste ragioni, le varie classi dì funzioni che si sono prese ad esaminare 
più specialmente in questi ultimi anni, e che perdono ogni significato per valori 
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complessi della variabile, come p. e. 



^ senni X 
' n! 



16" cos(«"a:), ecc. 



non saranno da noi considerate come vere funzioni analitiche, ma solo come ca< 
si limiti di quelle. 

Una Teorica delle Funzioni non si potrà quindi fondare se non si limita in 
qualche modo le classi di funzioni per le quali si vogliono dare proprietà comuni. 
Noi diremo Fwnzioni Analitiche quelle die formeranno l'oggetto di questa teorica, 
e che dovranno ammettere le due proprietà cssenuah: dì avere valori determinati 
non solo per valori reali, ma anche per valori complessi delle variabili, e di godere 
di tutte le proprietà che nei Trattati di Calcolo si davano come comuni a tutte le 
funzioni. Ma la definizione rigorosa di queste Fanziani Analitiche non si può sta- 
bilire fl priori, e converrà inirece attenersi al segyente procedimento: 

S'incomincerà collo studiare le proprietà delle funzioni formate colle opera- 
zioni dirette più semplici dell'arìtmellca (addizioni e moltiplicazioni) in numero fi- 
nito : poscia si passerà a funzioni che si presenteranno come una prima generaliz- 
zazione di quelle , e saranno formate colle stesse operazioni in numero infinito : 
indi combineremo alla lor volta un numero finito o infinito di volte le funzioni for- 
mate con simih espressioni, e giungeremo a trovare quale proprietà fondamentale 
e caratteristica delle funzioni anaUtiche lo sviluppo in serie di potenze o sviluppo 
del Taylor. 

(conlinua) 
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[ CIRCOLI NELLA GEOMETRIA NON EUCLIDEA 



ETTORE RICORDt 



Nella presente nota mi propongo di esporre con considerazioni geometriche 
alcuno proprietà dei circoli nella geometrìa non euclidea, ed in special modo al- 
cuni teoremi dovuti al eh. Prof. Battaglini, e da esso dimostrati per vìa pura* 
mente analìtica. 

I. 

1 . Nella geometria non euclidea il luogo dei punti, che equidìstano da un punto 
dato 6 una conica bitangente all'assoluto (luogo dei punti all'ìnGnito del piano). 

Questo luogo si chiama circolo e se ne dice centro il punto dato, asse la po> 
lare del centro rispetto all'assoluto cioè la retta congiungente ì punii di contatto 
coir assoluto. 

Nella geometria non euclidea il circolo si può definire in modo correlativo come 
l'inviluppo delle rette, che fanno con una retta (l'asse) un angolo costante (*). 

2. « La tant/ente ad un circolo è normale ai raggio che va al punto di 
a conlatlo ("} u. 

Sia U l'assoluto ed U' un cerchio di centro C e di asse e. 

Sull'asse e abbiamo la stessa involuzione dei punti coniugati rispetto alle due 
coniche. Il polo di una retta r passante per il centro è quindi su e, e in esso 
concorrono l^t^, tangenti ad V nei punti d'incontro con r. Sono dunque r, f, ri- 
spettivamente coniugate ad r e però normali ad essa. 

3. Se (, e r^ sono le due tangenti ai due circoli ti, , V^ in un loro punto co- 



(') Cfr. Klein Ueber die sogmanU Nichi EukXidiaehe Geometrìe. Math. Annsten 
Band. IV. Pag. 599-600. 

(**) De Paolia. La trasformazione piana doppia di second' ordine. R. Acc. 
dei Lìncei 1877-78. 
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mune ed r, ed rj sono i rispettivi raggi, che vanno a quel punto, o con /\{iib) si 
indica l'angolo (inteso nel senso della geometria non euclidea delle due rette a,b, 
evidentemente 

A(''i r,) = Air, (,) + AC r.) = A(i-t (^ + AC. r,) = AC '.)■ 

Dunque 

u V angolo dei due raggi, che vanno ad un punto comune a due circo 
ì> uguale a quello delle due tangenti rispettive in quel punto ». 

4. Considerianio i circoli passanti per due punti A e 6. 

Siano P, e Pf i punti all'infinito della retta AB, Sia k il polo di AB ris] 
all'assoluto U: e indichiamo con 1 ed L i punti doppi dell'involuzione detenni 
dalle due coppie A,B , P, P^ , cioè i punti di mezzo del segmento AB (*). Ris] 
ad U e a ciascuno dei circoli da costruire sono I ed L coniugati. Ma di due ] 
coniugati rispetto a due coniche bitangenti uno (almeno) gidce sulla corda di 
tatto. Adunque gli assi dei circoli, che cerchiamo, passano per I o per Lei 
centri rispettivamente sono sulla retta LR o IK. Queste due rette LK,IK sono 
mali ad AB. 

Potremo quindi enunciare il teorema (**). 

n / circoli non euclidei che passano per due punti cosliluiscono duo ais 
» semplicemente infinili. U luogo dei loro centri è formalo da due rette, una 
n ciascun sistema - le quali tagliano ortogonalmente la retta c/ie- congiun 
n punii dati, e passano per i punii di mezza del segmento determinato da 
» L'inviluppo degli assi di questi circoli è formato dai delti due punii di mi 

E qui si osservi ehe le tangenti in A , B ad un circolo di cui l'asse passi 
esempio per L concorrono in un punto della retta IK, giacché questo punto 
SODO coniugati rispetto al circolo stesso. 

5. Correlativamente : 

« / eireoli che toccano due rette date formano due sistemi semplicement 
» ^Hifi. L'inviluppo dei toro assi è formato da due punii uno per cioscui 
» stema e le retle che li congiungono col punto comune alle due rette sor 
» btsellrict del foro angolo. Il luogo dei centri di questi circoli è formato 
il due nontinale òisellrici u. 



(*} Giacché se le distanze AX ,XB sono egoali debbono essere eguali i mj 
anarmonici (AX P,Pj) , (XB P,Pi) cioè dev'essere 

{AXP,P,) = (XBP,P,). 

(••) Ponce! et. Traile dea propriélds projedivea dea figures. Tome 1 N. 413, p. 
De Pdolia. L. e. p. 4. 
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6. Per due punti passano quattro circoli di raggio iniìnito, due dell'uno, due 
doll'altro dei sistemi del n. i ed hanno per centri i punti fli contatto delle tan- 
genti per L ed I all'assoluto, o per assi le tangenti stesse. 

I circoli di raggio infinito furono chiamati da Lobatschewsky 0)-ictc(i (*) 
e dal Bolyai curve Umili (••). 

I. Sr l'assoluto degenera in due punti immaginari coniugati I| Ij . uno dei 
punti (li meizo del segmento AB va all'infinito: è cioè il punto d'incontro della 
retta AB colla 1, 1,. Allora uno dei due sistemi di circoli passanti per A e B, do- 
vendo avere i centri sulla normale ad AB nel punto all'infinito (la quale è Ih retta 
aU'inDnito stessa) degenera nella 1,1, e nella retta AB. 

Nella stessa ipotesi il teorema <lel n. 6 resta inalterato. 

8. Sieno A, AjAj tre dati punti. La perpendicolare al segmento A, A, in un 
suo punto di mezzo incontra queBa al segmento A, A, in un suo punto di mezzo 
nel centro dì un cìrcolo passante per ì tre dati punti A, A, Aj (n. 4), e però per 
quel centro deve passare altresì la perpendicolare ad A|Aj in un suo punto di 
mezzo (n. 3). Onde le normali ai segmenti A, A, , A, A, , A, Aj nei loro punti di 
mezzo danno quattro punti in ciascuno dei quali concorrono tre di esse, e si ba 
il teorema ("•). 

B £sis(ono quattro circoli, che pas$atio per tre punti dati »■ 

9. Correlativamente : 

« Esistono quattro ctrcolt cAe (oceano tre rette dnle «. 

10. Sia r una retta data arbitrariamente : preso su di essa un punto m per 
due punti qualunque AB ed x passano (n. 8) quattro cìrcoli che colle loro inter- 
sezioni segnano sulla r quattro punti y : viceversa , preso un punto y , si hanno 
quattro punti ce e otto volte un punto x coinciderà con un punto y. È chiaro che 
quattro di essi cadono nel punto d'incontro della retta AB colla r. Dunque ('***). 

« Quattro ci'reoli passano per due punii e toccano »na retta data n. 

I I . Correlativamente : 

n Quattro circoli foccano due rette e passano per un ptmto u. 

12. Esistono quattro circoli aventi i loro Ossi paroUeli ad una retta data 
« e passanti per due punti u. 

I quattro circoli saranno quelli che hanno per assi la congiungente dei punti 
di mezzo del segmento determinato dai due punti (n. 4) coi punti all'infinito della 
retta data. 



(*) Fangeometria. Vedi trad. italinna del Prof, Buttagliui, Voi. V di questo 
Giornale pag. 278. 

(**) Bolyai. Sulla 3cie»ea dello spazio aasolutamente vera. Versione in italiano 
del Prof. Battaglini. Voi. VI di questo Giornale, pag. 97. 

(•"J Cfr, Do Pnolis 1. e. n. 13. 

("••") Cbasles. Traile des aections coniques, p. 354, 
VOb. XVIII. 
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M. « Due corde comuni a due circoli V ed V" pas$ano pel punto d' inconiro 
B degli assi e sono contusale armonichiì rispetto agli ossi «(essi i. 

Il punto comune ai due assi e, e, di U, ed V^ ha la stessa polare rispetto ad 
U ed U, e rispetto ad U ed U| e quindi rispetto ad U, ed U,. Il punto e,r^ è dun- 
que il punto di concorso di due corde comuni r, r,. Inoltre se si considera il la- 
scio di circoli aventi Io stesso asse e, (p. e ) le corde r, r, descrÌ?onr) manìlesta- 
mente una involuzione di cui sono e, e, raggi doppi. Quindi le rette r,r, e, rifor- 
mano gruppo armonico ('). 

14. Correlativamente: 

n Due pìinli d' iniersezione di due coppie di tangenti comuni n due circoli 
» giacciono sulla conginngenle i loro centri e sono coniiigati armonici ai cpn- 
» (ri Ktessi B. 

15. Chiameremo assi radicali di due circoli le corde comuni che passano pel 
punto di concorso degli assi. 

Chiameremo cen'ri di simitiiudinc di due circoli i punti di concorso delle tan- 
genti comuni che giacciono sulla congiungente i centri (**). 

16. Si considerino i circoh che passano per due punti A e B e sia G un punto 
arbitrario della retta AB. Ogni retta per C contiene quattro punti H di contatto 
con quattro dei suddetti circoli (n. 11)). \ì variare della' retta intorno a C si ge- 
nera quindi una linea del quart'ordine che si spezza necessariamente in due co- 
niche: runa luogo dei punti dì contatto dei circoli dell'uno, l'altra dei circoli del- 
l'altro dei sistemi del n. 4. 

Un punto D comune all'assoluto e ad una di queste due coniche deve essere 
di contatto fra la retta CD e un cìrcolo passante per D, il qual circolo tocca in D 
l'assoluto, dunque ciascuna di quelle due coniche non può avere a comune coll'ns- 
soluto che i punti di contatto delle tangenti condotte ad esso da C ; e però quelle 
coniche sono due circoli di centro C. 

Quando si considerino due soli circoli U,U, dello stesso sistema può enunciarsi 
il teorema ("*). 

« Se da un punto C di un asse radicale di due circoli sì conducotio le tan- 
n genti ai circoli sfessi i quattro punti di confatto sono su due circoli di centro C n. 

11. Reciprocamente : 

fi Siano II'U" due circoli e le tangenti condotte per un punto I ad D' ed U* 
» abbiano i punii di coniano sopra un terzo circolo U'" di centro 1, per I pus- 
V sera un asse radicale comune ad U' ed D" ("•"•) ». 



(*) Chasles I. e. p. 3S9. 
(••) Cfr. Do Paolìs 1. e. n. 16. 
(•••) Cbasles 1. c- n. BOO. 
(••••) Cfr. Cbasles I. o. n. BOI. 
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Premettasi alla dimostrazione di questo teorema l' osservaiione seguente : 

Sia (U") uno dei sistemi di circoli che passano per due punti A, A', (n. 4), si 
considerino (;li assi radicali di ogni circolo del sistema (U"j e di un circolo Asso 
V dato comunque; di lati assi ne passano due (od uno) per ogni punto orbi- 
trario I. 

Itjfalti un punto X di U' dà una retta XI clie sega ulteriormente D' in un 
punto Z pel quale passano due circoli pel sistema (U"). Le due rette congiungenti 
Z coi due punti, in cui gli assi di questi due circoli incontrano l'asse di D', sono 
due dei sopradetti assi radicali e tagliano U' in due nuovi punti ¥. Viceversa dato 
un punto T . per esso passano due circoli , di cut gli assi segano l'asse dì V in 
due punti che, congiunti con Y, danno due punti Z e però si ottengono due punti 
X Si lia dunque fra i punti X Y una corrispondenza [2,2] e però quattro punti 
uniti, elie danno manifestamente due assi radicali (che possono anche coincidere) 
passanti per 1. 

Ciò premesso, sieno A, , A', ; A,, A', rispettivamente i punti di contatto delle 
tangenti per I ad U' , (I ' e quei punti giacciano sopra im circolo U"' di centro I, 
il quale (n. i) apparterrà ad un medesimo sistema con ciascuno dei cìrcoli U',U". 
Per la precedente osservazione, possiamo considerare un cìrcolo U>* passante per 
A^ A', , dello stesso sistema di U" e che ha con IJ' un asse radicale passante per 
I. Le tangenti ai cerchi U' ed U" condotte per I saranno su un circolo (n. 16) che 
non potrà differire da U'", avendo lo stesso centro e quindi lo stesso asse, e inoltre 
avendo a comune con U" i due punti A, A',. Ora U"' ed U" passano per A, ed A'» 
dunque L^t . l\.\ sono le tangenti dì U'vjcondotte per I e U" coincide con U'' dun- 
que U' ed V" hanno un asse radicate comune passante per I. 

18. Dati tre circoli U, U, D, , siano l,., , ('„ gli assi radicali comuni ad U^ ed U,. 
Ual punto (1,1 , 1,,) conduciamo le tangenti ad U, ed U^ i loro punti di contatto sono 
su un cerchio di centro (1,^ , I,,). Cosi i punti di contatto delle tangenti condotte 
da questo punto ad U, ed U, sono su un cerchio, il quale non può did'erìre dal 
primo, avendo lo stesso centro e due punti comuni. Adunque il punto (l^t , l,]) b 
centro di un cerchio che passa per i punti dì contatto delle tangi^nii condotte da 
esso ai circoli UjUj: per conseguenza uno degli assi radicali di questi circoli 
passerà per il punto (t„ I„). Cosi dicasi degli altri punti (I,il'ij),(''ii'is)t(''it l'it)- 
Possiamo quindi enunciare il teorema (*) : 

« Dati (re circoli U, LjUj, i set ossi radicali di questi cìrcoli concorrono Ire 
» a tre in quattro ptmli (centri radicali). In ogni centro radicale concorre un osse 
» radicale di ciascuna delle coppi*! di circoli (U, U,) . (U, U,) , (U» U,) ». 

19. Correlativamente : 

a Dati tre cìrcoli UiUiU,, i sei centri dì similitudine sono tre a tra su quattro 



(*) Gfr. Chasles I. e. n. 502. 
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» retto (assi dì siiniUtuiline). Su ogni asse di simili ttidì ne giace un centro di simili- 
» tiidine delle coppie (U, U,) , (U, U,) , (IJ, Uj) u. 

20. Come caso particolare del teorema del n. 18 sì bu: 

n Se un circolo U, tocca due circoli U,U, , le due tangenti nei punti di con- 
n lalU} concorrono in un punto di uno degli ansi radicali di U, U, u. 

21. Correlativamente: 

« Se nn circolo Uj (occa i due circoli U, , U», le congiungenli i punti di con' 
n tatto passano per imo rtci centri di similitudine comuni ad U, ed Vj n. 

22. Se l'assoluto dcgencni in due punti immaginari l'i , l'i , uno dei due assi 
radicali comuni ai due circoli U' el U" cadrà nella congiungente t, t^ l'altro sarà 
l'altra corda comune ad U' ed U" : mentre invece i centri di similitudine comuni 
ad U' ed U" sì mantengono a distanza finita e sono sempre iillineati sulla con- 
giungente i centri. 

Uni teoremi dei numeri 18 e 19 risultano quindi come casi particolari i noti 
teoremi della geometria euclidea : 

« Dati tre circoli, considerai) doti due u due, si liann'ì tre assi radicali che 
I COMC01TOMO in un punto dello centro radicale ». 

u Dati tre circoli, i centri di similUudine sono a tre a tre allineati su tre 
M reffe dette assi di similitudine ». 

II. 

23. Date tre coniche V V U" situate nel medesimo piano e detti p, p^ ji, i>4 i 
punti d'intersezione di due di esse U' IT", sieno l'i l'\ le tangenti rispettivamente 
alle coniche U' U" nel punto p^ e T'^ T'\ le tangenti condotte da p, alla U. Diremo 
col Prof. Battaglini (*) rapporlo anarmonico sezionale delie coniche V ed U" ri- 
spetto ad U il rapporto oiiarmonico delle quattro tangenti l', . V\ , T'( , T"^ prese 
tieir ordine net quote sono scriKe. 

24. Correlativamente chiameremo rapporfo Anarmonico tangenziale delle due 
conifM W U " rispetto ad U il rapporto anarmonico dei due punti II', II"( tu cui 
la tangente % comune ad U' ed U" incontra U ai due punti k\ ti'\ ai contatto di 
6, con U' ci U" rispeHttiamenle. I quattro punti defono intendersi presi nell'or- 
dine t:', ii"i Tl'i W,. 

25. In generale i rapporti aeiioDali saranno diversi per ciascuno dei punti p„ 
come i tangenziali per ciascuna delle tangenti 6^. 

Se 

le due l'i i"t sono coniugate rispetto ad U. 



(*) Sul rapporto anarmonico seeionale e tangenziale delle coniche, B. Acc. dei 
Lincei, Aprile 1873. Giornale di Matematiche Voi. XII p. 198. 
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(t'i t", T'; V'i) = {l'i l", Tt T",) = =0 



una delle T'^ 1"^ coiacideri con una delle l'^l'V 
Finalmente se 



(l\l'\Ttr\) = Ì 



sarà T'i = T", ciò che non può essere se non quando V passa per pf 

?6. Consideriamo in particolare il caso in cui le coniche UU' ed V" abbiano 
un triangolo coniugato comune. 

Conduciamo da p, le due tangenti T'j T", alla U e siano U" ed U" le conicbe 
del fascio U' II" tangenti a T', T\. Alle otto tangenti ad U'" ed D" nei punti base 
Pi del fascio (*) è inscrittibile una conica, che, avendo con U lo stesso triangolo 
diagonale e due tangenti T',- T''^ comuni, coincide con U. Per conseguenza il rapporto 
anarnionico sezionale è in ciascun punto Pt il rapporto anarmonico delle quattro 
coniche U' , U" , U'" , V". Adunque (*•) : 

« Dite coniche U' ed U" /tanna Io slesso rapporto anarmonico sezionale nei 
n quattro punti comuni rispetto ad una contea U, che ha con U' ed U" lo slesso 
u iriangolo coniugato comutie n- 

27. CorrelatiTamente ; 

H Due conicbe V ed \J" hanno lo stesso rapporto anarmonico tangeiìziale 
» lungo le qunitro tangenti comuni if rispetto ad una conica U, che ha con U' ed 
B V" lì stesso triangolo coniugalo comune v. 

S8. Date due coniche U' U" esistono infinite coniche (I rispetto alte quali quelle 
hanno nei loro punti pf d'intersezione lo stesso rapporto anarmonico sezionale dato. 

Due coniche U"'U" del fascio U'U", che formano con V ed U" un rapiiorto 
anarmonico eguale al rapporto anarmonico sezionale dato , hanno le loro tangenti 
nei punti p, , le quali toccano una conica IT. Questa può anche considerarsi come 
inviluppo delle rette che tagliano U'" ed C" in coppie di punti separate armonica- 
mente (""). Le U"'U" descrivono due fasci proiettivi sovrapposti di cui sonoU'U" 
gli elementi uniti. 

39. Determiniamo il numero delle coniche U, che passano per un punto, ri- 
spetto alle quali due coniche U' , li" hanno nei loro punti d'intersezione pj lo stesso 
rapporto anarmonico sezionale k e ricerchiamo pure il numero di queste coniche, 



(*) CremoDa. Geometria projettiva n. 198. 
(**) Battaglini I. e. n. 2. 
C*'} Battaglini 1. e. n. 2. 
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che toccano una retta data: o in altre parole ricerchiamo le caratteristiche della 
serie delle coniche U. 

Le coniche U, essendo coniugate ad un medesimo triangolo, se passano per un 
punto Q passano per altri tre punti, cioè formano un fascio F. Una retta x arbi* 
trarla, condotta per un punto Pi è toccata da ilue coniche del fascio F. Sieno t\ ("« 
le tangenti :i queste due coniche condotte dal punto pj e siano IT, U , le due co- 
niche del fascio U'U" tangenti rispettivamente a r,(",. Si considerino le due coni- 
che U , U „ dello stesso faccio (U' , V"), per le quali sia 

^ 'i V'i ' 

(U' U ' U „ U „ ) = K 

^ i y i 

e 3i indichino con y'ty"{ le tangenti per p^ ad U , U „ rispettivamente- In tal 

Hi y i 
modo ad una retta x corrispondono due rette t/^ e reciprocamente ad una j/i cor- 
risponderanno due Xj. Tra le rette x^.j/t esiste dunque una corrispondenza [2,?] 
con quattro clementi uniti. Kvidentcmente quando una retta Xj coincide con una 
tangente t/^ si ha una delle coniche cercale (n. 28). 

Sia ora m una retta arbitraria. Le coniche U che toccano m sono tangenti a 
Ire altre, cioò formano una schiera. Di esse una toccherà quindi una retta x^ ar- 
bitraria per Pf. Essendo 0, l'altra tangente per p, a questa conica, si consideri la 
conica U del fascio (U' U") tangente in p, a 6. e si costruisca U in modo che 
"l Vi 



(II' U" U e ) = R 
"( Vi 



e sia t/, la tangente alla U in p,- Si ottiene fra x^ e i/^ una corrispondenza [1,1] 

Vi 
e perù due elementi uniti, ossia vi sono due sole coniche che sodilìstano al pro- 
blema. Dunque (•) 

« te coniche U, rispclfo alle quali due date coniche U' ed U" hanno uno 
B sfesso rapporlo anarmoniro sezionate dafo nei quaUTO punii comuni, cosliltit- 
H scono unn serie infLnila di caTaUmsiiche [4,2] n. 

30. Consideriamo alcuni casi speciah. 

Supponiamo dapprima che la conica U sia inscritta nel quadrilatero completo 
formato dalle quattro tangenti comuni ad li' ed U". Il rapporto sezionale in un 
punto p, comune ad U' U" è armonico ; giacché le due tangenti in Pt sono gli eie- 



(*) Battaglìni 1. 
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menti doppi dell' invotuEione formata dalle tangenti condotte dn Pi a tntte le cu- 
nìche della schiera determinata da U' ed \j". Le caratleristlclie della serie delle 
coniche U sono in questo caso [2 , 1]. 

Cosi pure sarà eguale in tutti i quattro punti p^ il rapporto anarmonico se- 
zionale se la conica U 6 inscritta al quadrilatero Tormato dalle tangenti comuni ad 
l' e alla conica inviluppo delle rette che segano U' ed U" in coppie dì punti con- 
iugati armonicamente. Allora il nipporto sezionale sarà o zero o InGnito (n. 25) 
e lo caratteristiche delle serie delle U saranno ['2 . 1] 

Finalmente il rapporto sezionale sarà l'unità se le coniche C saranno circo- 
scritte al quailrangolo p, p^ p, p, e le caratteristiche della serie saranno [1 , S|. 

31. Il Prof. Battaglini conclude la nota citata enunciando il teorema: 

« Se un puiifo P ed una vcttu p sono poto e j.o'.are rispeffo o (re coniclie U V II", 
it (e comWie U' U" si taglicraniìo so.'rO lo stesso Tnpporio iinormonico rispetto ad 
n U in due punti e saranno pure eyuali i rapjorli sezionali ncijli altri due punti 
n d' intersezione. I rtipporti annrnìonici Sfzioìiali sono etfiuiU in quei punii le 
« cui congiungenli possano pH punto P \>. 

Dimostro geometricamente questo teorema nel modo seguente : 

Siano t,' I," le tangenti alle coniche ti' ed U" rispettivamente comlotte nel 
punto p, comune ad U' ed U". Le I, costituiscono un quadrilatero completo , che 
ha )o stesso trilatero diagonale (il trilatero coniugato comune ad U' ed U") del 
quadrilatero formato dalle i'\. 

Formiamo il quinU-ilatero (',(', *"i/ '"r ! ^sso avrà per diagonali la retta p^ p, 
e la congiungcntc i punti (I', l'g) , {l", t",), che è pure una diagonale dei quadri- 
lateri formati <lalle (, e t",- La terza diagonale cioè la congiungente i punti (l'jl".), 
(r, 1' ) dovrà incontrare la diagonale p^p^ in un punto, che deve essere coniugato 
armonico, rispetto ai punti p^ e p, , del punto d'incontro della (prP^) colla con- 
giungente 1 punti (f'r < 'V ' ^'"r 'V ^ ■)"■■>'') dev'essere il punto d'incontro della 
(Pr ' Vq) colla (p, , p„) : cioè ilev' essere il vertice opposto alla congiungente i punti 
C'r 'V . (*"r 'V "°' triangolo diagonale comune ai due quadrilateri delle l', e (",. 
11 quadrilatero (', r", i'^ l"^ ha dunque un vertice {quello per cui passa p, p,) e il 
Iato opposto comuni coi due quadrilateri formati dalle tangenti nei quattro punti 
d'intersezione di U' U". 

Siano X e ce un vertice e il lato opposto del triangolo coniugato comune ad U' ed 
V" ; ed U sia una terza conica, che ha X e x per polo e reità polare. Siano p^p^ due 
dei punti comuni ad U' ed U" allineati con X, e conduciamo le tangenti t'^^t'^, 
f'^ ('V , rispettivamente alle U' ed U" nei punti p, e p,^. Allora consideriamo le 
due serie di coniche, delle quali quelle della prima soddisfano alla condizione di 
essere tangenti alle ''x'V nei punti p^Px") mentre quelle della seconda toccano 
'x"'z"> ii^S'i stessi punti P^IV- Costruiamo cosi due fasci di coniche; quelle del 
primo fascio toccano nei punti p^ e p^ la U', quello del secondo toccano U" negli 
stessi punti. Dicasi f una conica qualunque del primo fascio e <!> una qualunque 
del secondo, 
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Siccome per l'osservazione precedente la retta x è la congiungeate i punti 
(Cj. , t'^) (i"a, . ("j..) rispetto a tutte le coniche 9 e <]>, X è il polo della retta x. 

Ne segue che il triangolo T, che ha un vertice in X e la base sopra x (cioè 
gli altri due vertici sopra x) è coniugato ad una conica f e ad una 4'- Infatti i| 
quadrangolo unico, che ha un vertice in p, e T per triangolo diagonale, ha un al- 
tro vertice in p, , perchè fj. e Vx' sono allineati con X e armonici rispetto a p^ 
e jv- Chiamiiimo q^ q^- gli altri due vertici. Una conica che passa per' q^ deve 
passare per q^ , perchè qxQx' sono allineati con X e armonici rispetto ad x e X, 
ed è X polo di a: rispetto alla 9. Lo stesso dicasi per la ò. 

■'rendasi un triangolo T coniugato rispetto alla conica U e sieno ?, ò, le due 
conirhe ris|ietto alle quali T e pure coniugato. \ei due punti Pi^j'j. le coniche 9, <J*, 
h.-inno rispetto ad U lo stesso rai>porto anarmonico sezionale : ma in quei punti il 
loro rapporto anarmonico sezionale è quello stesso delle II',U". 11 teorema è quindi 
dimostrato, osservando che la conclusione precedente vale anche per gli altri due 
punti p'x)''„ comune alle due coniche U U' e allineati eon X. 

È da notarsi che il raiiporto anarmonico sezionale nei punti Pxf.i' ^ certa- 
mente diverso da quello nei punii 7''ic))V non avendo le coniche L" , U" ed U ud 
triangolo coniugato comune. 

32. Correlativamente : 

n ,4/(orchc tre coniche U U' U" Iiudììo la slessa retla polare di un dalo punto 
n due dcUv tungenti romtmi a due di e&se U'U" sono lagliale dalla tersa U tn 
» punii che formano due rapporti anarmoniei Inngenziali eguali e cosi per ic 
B altre due tangcnlt. Il rapporto anarmonico langenziale è iigtMlc su quelle tan- 
» genti che concorrono sulla polare comune p. 

33. Supponiamo che U sia l'assoluto del piano non euclideo, allora il logaritmo 
del rapporto anarmonico sezionale di due coniche U' U" rispetto ad C, moltiplicato 
per una costante delinisce l'angolo delle due coniche. 

Correlativamente il logaritmo del rapporto anarmonico tangenziale di due co- 
niche U' ed U" rispetto ad U molti[)Hcato per una costante deDniscc la lunghetta 
di una tangente- 

Zi. Se \j' ed U" sono due circoli pel teorema del n. 13 (osservando che se 
due coniche sono bitangenti ad una terza, il punto comune alle corde di contatto 
ha la stessa retta polare rispetto alle tre coniche), si ha che (*) : 

a Due circoli si tagliano solio uno sfest^o angolo in due punti e sotto lo atesso 
» angolo negli altri due. I due punti nei quali i due circoli si tagliano sotto uno 
» stesso angola sono su «110 slesso asse rodicele ». 



(•) Bsttaglìnì. Sui circoli della geometria non-euclidea E. Acc. dei Lin 
1673, e voi. XII di questo Giornale pag. 218. 
De Paolts 1. e. pag. 17. 
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3S. Correlativamente : 

K Due delle langcnli comuni n due circoli sono egnali e te altre dm sono 
n pure ef/:ioli fra di loro. Due langenli eguali concorrono in un centro di si- 
1) mililudine o. 

3C. Se l'assoluto degenera nei due punti ininiaginarìi coniugati i, V^ si linnno 
i noti teoremi della geometria euclidea. 

UI. 

37. Siano V ed V due coniche situate in uno stesso piano : 

Chiamo rapporto aiifirmonico sezionale di mia retUi. r e di ima conica U' ri- 
spetto ad U ti rapporto anarmontco della r della tangente ad V in tino dei due 
punti in cui è segala da r e delle due tangenti condolfe da questo punto alla (1. 

Correlativamente chiamo ra})poi-(o annrmonico lani/enzmle di un punto B di 
una conica U' rispedo ad U il rapporto anumiotiico del pun^o R e del ptin^ di 
contatto di una delle tangenti per R ad U' e dei due punti d' incontro delio lati - 
gente slessa colla U. 

38. In generale il rapporto anarmonico sezionale d> una retta r e di una co. 
nica V rispetto ad IT sarà dilTercnte nei due punti d'intersezione della r colla U'. 

Un punto R qualunque è vertice di un quadrangolo completo, che ha per trian- 
golo diagonale il triangolo coniugato comune ad U ed (!'. I due Iati concorrenti in 
R costituiscono una conica degenere, che ha con U ed U' uno stesso triangolo con- 
iugato comune e perù (n. 26) i7uei due lati segano U' iti punti ne' quali si lia In 
alesso rapporto enarmonico sezionale. 

39. Sia l'assoluto U' un circolo ed r una retta arbitraria. L'asse del cir- 
colo taglia r in un punto A vertice di un triangolo coniugato comune ad U , ti'. Ti- 
rando per A una retta r, coniugata armonica di r rispetto ai due lati del triangolo 
concorrenii in A, il triangolo è pure coniugato rispetto al sistema delle due rette 
3',r, ; epperò (ii. 26) il rapporto anarmonico sezionale nei puntili! cui r incontra 
U' ha lo stesso valore cioè ; 

fl Una rella arbitraria lafilia un circolo in due punti sotto lo slesso angolo ». 

40. Correlativamente : 

« Le tangenti condotte da un punto arbitrario ad un circolo sono eguali ». 

41. Qual'è la classe dell'inuluppo Y delle rette che segano una conica U' ri- 
spetto ad II sotto un dato rapporto anarmonico sezionale ? 

Una tangente comune ad U'V (essendo il rapporto anarmonico sezionale dato 
diverso da zero) deve essere manirestamente taugeiite ad U e reciprocamente. 

Adunque : 

« Le rette, che tagliano una data conica U' in un punfo rif-petto ad una eo- 
li meo U sodo lo stesso rapporto anarmonico sezionale inuilnppano uno conica 
» V apporlcnenle alla scfticra deierminalo dalla U ed U' », 

TOL. XVIIl 34 
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Oli anche se II 6 l'iiMRoluto del piano non euclideo-' 

« L' inviluppo delle rette che tagliano in un punto una data conica sotto 

■ un dato angolo è una conica appartenente alla schiera determinala dalla 
» conica data e dall' assoluto. 

iì. In particolare se V 6 un cìrcolo (n. 39). 

« L' inviluppo delle rette che tagliano un dato circolo sotto un dato an~ 
u gelo è un circolo concentrico al circolo dato •. 

Identicamente pel piano euclideo. 

i3. Correlativamente : 

(1 H luogo geometrico dei punti che hanno con U' rispetto ad una conica 
» U ttn rapporto anarmonico tangenziale costante è una conica appartenente 
» al fascio VV m. 

Ed anche se U è l'assoluto del piano euclideo 

(I 11 luogo geometrico degli estremi delle tangenti di lunghezza costante, 
it condotte ad una conica V, è una conica appartenente al fascio determi- 
» nato da U' e dell'assoluto ». 

Dal quale come caso particolare. 

« /; luogo geometrico delle estremità delle tangenti ad un circolo di lun- 
» ghezza data è un circolo concentrico al circolo dato a. 

44. Notiamo che, se il valore del rapporto anarmonico sezionale dato fosse l'iu- 
ftiiito, la V coincìderebbe colla U; mentre se il rapporto anarmonico sezionale fosse 
l'unità la V coinciderebbe colla U'. 

Faremo ancora notare che la conica V taglia U' in quattro punti sotto un rap- 
porto anarmonico sezionate rispetto ad U eguale al rapporto anarmonico dato. 

45. Sia V una conica qualunque della schiera determinata da due coniche V U'- 
La V ha colle U ed U' uà triangolo coniugato comune e quindi taglia la U' ri> 

spalto ad U sotto uno stesso rapporto anarmonico sezionale (n. 2fi) nei quattro 
punti che essa ha comuni colla' U'. 

Sia V l'inviluppo delle rette che tagliano U' rispetto ad U sotto un rapporto 
anarmonico sezionale eguale al rapporto anarmonico sezionale di V ed U' rispetto 
ad U. Questa contea V apparterrà alla schiera determinata da U ed U' e sarà an- 
cora inscrìtta al quadrilatero formato dalle tangenti alla V nei quattro punti che 
essa ha a comune colla U', e quindi, avendo otto tangenti comuni colla V, coin- 
cide con essa. 

Abbiamo dunque il teorema: 

n Essendo U , U' , U" tre coniche ad arbitrio di una schiera, il rapporto 
a anarmonico sezionale di V (o U ') e di una tangente di U" (o di V) napello 
)} ad U (in uno dei punti d' incontro di Quella tangente con V) è costante ed 

■ eguale al rapporto anarmonico sezionale delle coniche U' U" rispetto od U n. 

46. Correlativamente : 

« Essendo U U' U" tre coniche ad arbitrio di un fascio, il rapporto anar^ 
1 manico tangenziale di U' (o ài V") e di un punto variabile di u" (o di II') 
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» rispetto ad U {sopra vna tangente ad U' da quel punto) è costante ed eguale 

■ al rapporto dnarmonico tangenziale di V ed U" rispetto ad V v. 

irl. Se U è Tassolulo della geometrin non euclidea, si hanno 1 teoremi: 
■ Se alla schiera di coniche determinata da due coniche V ed V appar- 
» tiene l'assoluto una tangente variabile di V" (o diTJ) taglia sotto angolo co- 

• stante in un punto la U' (o la U") eguale all'angolo secondo il quale si ta- 
ti gitano le U' ed U" ». 

• Se al fascio di coniche determinato da due coniche U' U' appartiene 

■ l'assoluto una tangente ad U" (od U) terminata ad un punto di U' (o U'') 

■ ìia lunghezza costante eguale alla lunghezza delle tangenti comuni ad U 
» ed U' ». 

4S. Dai quali come casi particolari, ricordando il teorema del n. 39, discen- 
dono i due teoremi : 

« Dati due circoli concentrici U' ed U" le tangenti ad U' (o U") tagliano 
» U' (0 U') in due punti sotto angoli costanti ed eguali ». 

« Dati due circoli concentrici V ed U" le tangenti ad V (o U") terminate 
» ai loro punti d' incontro con U' (o U") sono di lunghezza costante ed eguale 
» /ro loro, come nella geometrìa euclidea, n. 

49. Sia U l'assoluto de) piano e U' un cìrcolo qualunque di centro C,, Con- 
duciamo da un punto Cj arbitrario del piano la retta C, a; ad un punto a; di l". 
Le rette «he tagliano C^x sotto un dato angolo inviluppano (n. 1) un circolo. Le 
due tangenti condotte da C, a questo cìrcolo segnano sulla U' quattro punti y. Re- 
ciprocamente, dato un punto y, sì hanno quattro punti x. Esìstono dunque otto 
coincidenze à\ x ,y delle quali quattro cadono evidentemente nei punti di contatto 
di U' coll'assoluto. It circolo di centro C, , che passa per uno dei punti di coinci- 
denza rimanenti, dovrà passare anche per un altro di essi (n. 31), allineato col 
punto dì concorso degli assi : onde due soli cìrcoli passano per questi quattro punti. 

Possiamo dunque enunciare il teorema : 

« / circoli che tagliano un dato circolo solio angolo dato in due punti co- 

■ stituiscono una rete. Un punto qualunque del piano è centro di due di essi ». 

50. « / circoli che hanno a comune con un circolo dato due tangenti di 

• lunghezza data costituiscono una rete. Una retta qualunque del piano è 
> asse di due di essi ■■ 

51- Essendo C, , e, centro e asse di un cìrcolo U' per considerare ì circoli U" 
che segano <J' sotto lo stesso angolo nei quattro punti d'intersezione è necessario 
e suEDctente (n. 26) che ì centri C, dei circoli U" si trovino sopra e, , gli assi di 
U" , U' essendo allora coniugati rispetto ad U. Per un punto G, sopra e, le quat- 
tro X y del n. precedente giacciono allora sopra un dato circolo di centro G,. 
Dunque (■) 



(*) Battaglini. Sul rapporto ecc. n. 3. 



dby Google 



)( 268 K 

e k'sisie una semplice infinità dì circoli ciascutto dei quali taglia un dato 
» ciì'volo U' sotto angoli eguali nei quattro punti d'intersezione. Il luogo dei 
» loro centri è l'asse e, di U'. Ogni punto di e, é centro di un solo di questi 
» circoli 1. 

Si. Correlativamente : 

■ Esiste una semplice infinità di circoli ciascuno dei quali ha con U' le 
" quattro tangenti comuni eguali fra loro. L'inviluppo degli assi di questi 
n circoli è il centro C, di U'. Ogni retta per C, è asse di un solo di questi 
• circoli ». 

53. Diremo OTlogonali due circoli quando sì tagliano ad angola retto in due punti. 
Perchè l'angolo di due circoli in un loro punto comune è uguale all'angolo 

dei raggi rispettivi, che vanno a quel punto, i centri dei circoli U", che tagliano 
un dato circolo U' in un punto A' sotto angolo retto, devono trovarsi sulla tan- 
gente in A' ad U'. Ma un circolo U", che taglia U' in un punto ad angolo retto 
(n. 34), \o taglia ancora sotto lo stesso angolo in un secondo punto A." , che sì 
trova con A' sullo stesso asse radicale comune ad U' ed U". Dunque il centro C, 
di U" sarà il polo di A' A" rispetto ad U'. 

Ciò premesso, sia Ci un punto arbitrario. le polari e, e,' di C^ rispetto a!- 
l'assoluio li e ad U' si tafjli;inn in un punto dell'asse dì U'. 11 circolo di asse e, 
che |)assa per uno dei punti d'incontro di c\ con U', tagliando U' ortogonalmente 
in quel punto, passerà anche per l'altro Dunque: 

« / circoli che tagliano ad angolo retto un circolo dato costituiscono una 
» rete. Un punto qualunque del piano è centro di uno di essi », 

54. Correlativamente : 

€ / circoli die hanno con un circolo dato a comune due tangenti di lun- 
» ghezza eguale ad un quadrante, costituiscono una rete. Una retta qualun- 
» que del piano è asse di un solo di essi ». 

55. Sìa (U") uno dei sistemi di circoli che passano per due punti A e B e 
sia il luogo geometrico dei loro centri (n. 4). Si considerino gli assi radicali di 
ogni circolo del sistema (U") e di un circnto fisso U' dato comunque di centro C. 
I poli Hf Iti *)■ questi assi radicali presi rispetto ad U' sono sulla congiungente i 
centri dì U' ed U". Al variare con continuità di l'" i punti R descrivono un luogo, 
e per determinarne l'ordine osserviamo che, se un punto B cade su una retta p ar- 
bitraria, la polare di R rispetto ad U' (asse radicale dì U' ed U") deve passare pel 
polo P di ;j rispetto ad U'. Ma (n. 17) degli assi radicali comuni ad l'' e ad un 
circolo di (U"), due ne passano per un punto P ; eppcrò il luogo è del 11 ordine. 
Osservando che i punti i, A^ dividono armonicamente i centri di U' e dei circoli (U"), 
si vede che la retta o, luogo dei centri di (U'), è la polare di C rispetto al luogo. 
« Il luogo dei punii R è dunque una conica 9 che ha il punto C e la a per polo 
» e re((a i)oIare u. 

La conica @ incontra e in due punti, ì quali sono evidentemente centri dì due 
circoli appartenenti al sistema (U") e ortogonali ad U'. 
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Dunque (*). 

« Per due punti passano quattro circoli ortogonali ad un circolo dato, due 
« dell'uno due dell'altro dei sistemi di circoli passanti per t due punti ». 

S6 Correlativamente : 

« Toccano due rette quattro circoli che hanno a comune con un circolo 
« dato due tangenti di lunghezza eguale ad un quadrante. Due appartengono 
« all'uno, due all'altro dei sistmni di circoli toccanti le due rette date. » 

•S7. In modo analogo a quello tenuto ai n. 17 si dimostrerebbe che, se (U") è 
uno dei sistemi di circoli che toccano due rette e sì considerano gli assi radicali 
comuni a un circolo variabile del sistema (U") e a un circolo fisso U' dato comuti^ue 
di tali assi ne passano due per ogni punto arbitrario I. 

Quindi ripetenJo la dimostraKÌone del n. SS si avrebbe il teorema : 

n Toccano due rette date quattro circoli ortogonali ad un circolo dato. 

■ Due appartengono all'uno, due all'altro dei sistemi di circoli, che toccano le 

■ rette date ». 

58. Correlativamente: 

o Passano per due punti dati quattro circoli aventi a comune due tangenti 

■ di lunghezza eguale ad un quadrante. Due appartengono all'uno, due all'al- 
» tro dei sistemi di circoli passanti per due punti dati ». 

59. La conica 6 (n. 55), luogo geometrico dei punti R, relativi ad uno dei siste- 
mi di circoli passanti per due punti, incontra un circolo dato U' in quattro punti T- 
La polare ( di T rispetto ad U' è la tangente ad U' in quel punto, quindi il circolo 
V", che ha la retta ( per asse radicale comune con U', tocca lì' in quel punto e 
il suo centro è la proiezione di T dal centro C dì U' sulla retta luogo geometrico 
dei centri dei circoli (U"). 

Dunque : 

B Otto circoli passano per due punii e toccano un circolo dato, quattro 
< appartengono all'uno, quattro all'altro dei sistemi di circoli passanti per i 

■ due punti {•*) «. 

60. Correlativamente : 

« Otto circoli toccano due rette e un circolo dato. Quattro appartengono 
« all'una quattro all'altro dei sistemi di circoli che toccano le due rette. » 

61. Abbiamo dimostrato al n. 16, che, se da un punto I di uno degli assi ra- 
dicali di due circoli U' U" si conducono le quattro tangenti ad essi, i loro punti di 
contatto sono su di un terzo circolo U'' di centro I, e reciprocamente (n. 17). Que- 
sto circolo taglia evidentemente (n. 53) U' ed U" ortogonalmente nei quattro punti 
di contatto delle suddette tangenti. 



(•) De PaolÌB 1. e. 
(••) Chaeles 1. e. 
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Si ha dunque il teorema (•) : 

■ Ci sono due sistemi semplicemente infiniti di circoli ortogonali a due 
« dati circoli; un asse radicale è il luogo dei centri dei circoli di un sistema; 
« V altro è il luogo dei centri dei circoli dell'altro », 

6-2. CorrelatiTamente : 

s Vi sono due sistemi semplicemente infiniti di circoli che hanno a co- 
« mune con due circoli due tangenti di lunghezza eguale ad un quadrante; 
■ un centro di similitudine è t inviluppo degli assi deWuno, l'altro è l'invi- 
a lupjio degli assi dell'altro. 

03. Abbiamo ancora dimostrato (n. 18} clie, dati tre circoli, ^li assi rudicali 
concorrono tre a tre in quattro punti, che abbiamo chiamati centri radicali. Questi 
quattro punti pel teorema precedente, sono centri di altrettanti circoli ortogonali 
ai Ire dati. Dunque : 

■ Dati tre circoli ve ne sono quattro, ciascuno dei quali è ortogonale ai 
« tre dati. I loro centri sono i (re centri radicali dei tre circoli dati. » 

6i. Correlativamente: 

• Dati tre circoli ve ne sono quattro ciascuno dei quali ha comune coi 
tre circoli dati due tangenti di lunghezza eguale ad un quadrante. Oli assi 
« di questi sono ti-e assi di similitudine dei Ire circoli dati. ■ 

65. Dai teoremi n. S3, 55, 51, 59, 60, 61, 63 si hanno come casi particoiar 
(cfr n. 11) i noti teoremi della geometria euclidea 

Pisa, Marzo 1880. 



O Da Paolis I. e. n. 16. 
Battaglìni, Nota sui circoli eco. n. 2. 
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SOL MOVIMENTO PER UNA UNEA QUALUNQUE 



UGO DAINELLI 



In una Nota Sul movimento per una linea di 1* ordiue inserita nel Voi. XTIt 
pag. 43 di questo Giornale il sig. pror. Battaglini ha risoluto in modo genemle 
il problema proposto dal sig- Bertrand nel fascicolo del 9 aprile anno 1871 dei 
Comptea Hendus, nei termini seguenti : Conoscendo die i pianeti descrivono delle 
sezioni come/te e non supponendo altro trovare l'cspreEsione dalle componenti 
della forza che li sollecila in funzione delle coordinate det suo plinto di appli- 
cazione. A questo problema fecero seguito la Nota del sig. Darboux Ricerea 
della legge che deve seguire una forza cenfrate perchè la traietioria sia una co- 
nica inserita a pag. 160 e 936 dello stesso volume; e la Nota del sig. Hai- 
phen Sulle leggi di Kftpler. Soluzioni di wn problema proposto d'il sig. Ber- 
trand pag, 939. Il prof. Battaglini ha trovato che: n in generale quando 
un mobile percorre una conica la forza acceleratrice si può considerare come ri- 
sultante dì due forze, Tuna diretta secondo il raggio vettore condotto da un punto 
Asso qualunque e l'altra diretta secondo la tangente della curva; la prima forza 
è proporzionale al raggio vettore, al cubo inverso della distanza del mobile dalla 
retta palare del punto Asso rispetto alla conica, e ad una funzione arbitraria del 
parametro che determina la posizione del mobile sulla curva ; la seconda forza è 
proporzionale alla distanza inversa del punto Asso dalla tangente della conica, al 
quadrato inverso della distanza del mobile dalla polare del punto fisso e ad un'altra 
funzione del parametro che è la metà della dcrivatia della prima funzione rispetto 
a quel parametro- Per ogni posizione del mobile si può determinare una conica che 
ha con la conica proposta doppio contatto sulla polare del punto fisso alla quale 
la direzione della forza è tangente, e la forza stessa è proporzionale alla distanza 
inversa della sua direzione dal punto fisso, al quadrato inverso della distanza del 
mobile dalla polare del punto fisso ed a quella funzione dèi parametro che entra 
nell'espressione della componente della forza secondo la tangente dulia conica h. 
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In questa Nota ho cercato di risolvere il seguente problema, del quale il pre- 
cedente è un caso particolare, sul movimento per una linea qualunque : 

Conoscendo 1« traiettoria di un punto mobile trovare le componenti della 
forza che lo sollecita espresse in /"unzione delle '_coor dinate del mobile. 

Trovate le espressioni delle componenti in generale, le ho applicate ai casi 
della forza centrale, delia forza di direzione costante per una traiettoria qualunque, 
per le coniche ; ed al ca!!o della forza parallela ad un piano fisso. 



Sia la traiettoria del punto mobile una linea piana riferita a due assi coordi- 
nati ortogonali e rappresentata dall'equazione: 

(1) ?(»,?/) = 

In ogni punto della traiettoria il rapporto delle velocità componenti dovrà essere 
eguale al coemcicntc angolare della tangente alla traiettoria in quel punto ; perciò 
le velocità 

(2) 

di "^ dx 

converranno al moto del punto mobile per la traiettoria (I) : e che il mobile ani- 
mato da queste velocità percorra la traiettoria (I) si verifica eliminando il tempo 
( fra le (2). Si ha 



dove aig y^ sono le coordinate di quel punto della traiettoria data, dal quiile il mo- 
bile parte all'origine del tempo colla velocità arbitraria Vg da cui dipende la co- 
stante k- Se si moltiplica ciascuna delle velocità com[)onentÌ (S) per una funzione 
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arbitraria f delle coordinate x,y dei punto mobile, le Tetocità -. 

di ±* <!!/ ' 
(3) 

di -*' to ' 

converranno al moto del punto mobile per la traiettoria (1) perchè col moltipllcare 
le velocità componenti (2) per una stessa funzione non ai altera la direzione della 
velocità del mobile in ciat^cun punto della sua traiettoria, ma se ne cani^ia soltanto 
la grandezza. 

Le componenti della forza acceleratrice si otterranno derivando rispetto a ( 
le (3) ed avranno in funzione delle coordinate del mobile le espressioni seguenti : 

Idj/* dx dxdy éyl ' dy idae di/ di/ dxì 

Y- ft» [d*f d<f d'<f d?1 - j^, dy rdf dg df ciyl 
l(/x' dy dydx dxì dee Ldaj dy dy' dx' 

Si vede che la forza acceleratrice potrà considerarsi come risultante di due 
forze F' ed F" le cui componenti X',I' . \" ,\" secondo gli assi coordinati sa- 
ranno rispettivamente eguali ai primi due ed ai secondi due termini binomi , nei 
secondi membri delle (I). Siccome il coefBciente angolare della retta secondo cui 
agisce la forza F'' è dato dal quoziente 



se ne conclude cbe la direzione della forza F" è quella delta tangente alla traiet- 
toria e in quanto all' intensità essendo : 



V \dx/ \dy/ Idx dy dy dxì ' 
è direttamente proporzionale alla funzione arbitraria f, alla quantità 



df "d? __d^ d9 
do; dy dy^ da; 
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alla quantità : 






doTe S e d indicano le distanze dull' origine delle coordinate dalla tangente e dalla 
normale alla traiettoria nel punto x,y. In quanto alla direzione della forza F' non 
ne vedo una proprietà notevole in generale ; ma se la traiettoria è una eonica : 

kx* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 

la retta d'azione della F' avrà per coefficiente angolare il rapporto : 

2AE-BD 

r ^ B*-4AC 



IX' 2DC - BE 

*" B»-4ACi 

e passerà per conseguenza costantemente pel centro della conica e sarà in inten- 
sità proporzionale alla distanza del mobile dal centro ed al quadrato della funzione 
arbitraria f. 

Nelle formole (I) la costante k dipende dalla velocità ¥„ data al punto x^y^ 
mediante la relazione : 



k=~ 



«--W(ii)>(^): 



e la fix , y) è una funzione arbitraria delle coordinate del punto mobile : la quale 
se deve convenire al moto continuo per la traiettoria data sarà tale che le velocità 
componenti (3) risultino finite e continue e coi segni convenienti al senso del mo> 
vimento del mobile. 

Si può in alcuni casi facilmente determinare la funzione arbitraria f in modo 
che la forza soddisfi ad una comJizione data. 

Forza centrale. Se si cerca la forma che deve avere la funzione f affinchè 
la forza acceleratrice sia diretta sempre ad un punto fisso qualunque di coordinate 
a , p nel piano della traiettoria, sì trova : 



r= 



<--»)&-<«-P'^ 
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Infatti sostituendo questa funzione nelle fomiole generali (3) ed (I) e ponendo : 

dxdy dx' dy da;* Wy/ dy' Vda;/ 
si ottengono per le componenti della velocità e della forza le seguenti espressioni : 



(*) 



(5) 



Ite 
di 


=±ll 


d? 

dy 

A 


da. 

di 


=A 


d» 
do! 


■s- 


„ Q(x-.) 



Y = ll' 



A" 

Qft- 



A' 

le quali considerando y come una funzione esplicita di X si scrìvono come segue : 
dx h 



(•) 



(ti 



di 


(» 


-P)-(a;- 


"1 


dw 




"1 
ax 




di 


(» 


-P)-(x- 


')S 


X = 




'■■S<- 


-aj 


[(» 


-B-(x- 


->3' 






-S(- 


p) 



V 
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■vìamo clic Iìl quantità 

i altro che il primo membro dell' equazione della tangente alla curva nel punto 
dove si è sostituito a e ^ alle coori]iiiate correnti e quindi questa quantità è 
le Hlla distanza D del centro a , ^ della Torza dalla tangente moltiplicata per 



\/-(g)" 



ì la quantità 



■ale all'inversa del raggio di curvatura p. Perciò chiamando r la distanza del 
le dal centro a , ^ della fona, avremo dalle (1) per la misura di questa fona 
\/X' + t* la formola : 

E concluderemo clie : 

Quando un punto mateiiale mobile percorre una traielloria piana qualunque 
ìffelto di una forza (tirella ad un punto fisso qualunque nel piano della tra- 
ia, la forza è dtreHamenfe proporzionale alla disianza del mobile dal centro 
forza ed intersamenle al raggio di curvatura ed al cubo della disianza del 
della forza dalla tangenfe. 
Quadrando e sommando le (6) e notando che il denominatore è eguale a 



l 4 ( -^) avremo per la velocità : 
\dx/ 

deluderemo che : 

La velocità in ogni pvnlo della traielloria è twersatnenfe proporzionate alla 

nza del centro della forza dalla tangente. 

Moltiplicando le (6) numeratore e denominatore per dx nei secondi membri ; 

nche moltiplicando la prima per (y-^ì la seconda per (x-a) C' sottraendo, 
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(e) (y - p) (te - (x - a) (% = hdl 

e si conclude che : 

L'area elemm'are descriva dal raggio vettore 6 proporzionale al tempo im- 
piegalo a descriverla. 

La forinola (a) fu comunicata senza dimostrazione da Moivre a Giovanni 
Bernoulli nel 1105 e questi gli rinviò la prova in una lettera scritta da Basilea 
il 16 Febbraio 1106 (JuUien- Problèmes de Mécanique Ralionnelle T. !•' pag. 210). 
Le formole (b) e (e) esprimono due leggi scoperte da Newton. 

Le formole (a) e (b) si possono anche scrivere nel modo seguente : 



«0 



p-r>-sen'(P,T,) 

"' ^°r.8en(P,T,) 

e si può concludere cbe : 

La forza varia in ragione inversa del raggio di curvatura, del quadrato del 
raggio vettore e del cubo del seno dell'angolo fra il raggio vettore e la (angenfe. 
E la velocità l'n ragione inversa di questo seno e del raggio vettore. 

Le formole (S) si possono stabilire direttamente partendo dalla equazione (e) 
delle aree la quale, per una forza diretta al centro fisso a , ^ , si deduce imme- 
diatamente dalle equazioni generali del moto. Infatti basta sostituire nelle identiti : 

dx hdx 
'di ""AdT 

dy hdy 
di /idt 

ad hdt la quantità equivalente 

(jt - P) dee - (ac - o) dy 

e derivando queste si hanno le (1). 

Dalla stessa (e) si deduce immediatamente la {b) osservando cbe l'area elemen- 
tare è misurata da —r — , essendo ds V elemento della curva. La costante h è eguale 
al prodotto dei valori iniziali di T e D ed al doppio dell'area descritta dai raggio 
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vettore Mirtmiti di tempo. 5ti ponti nei quali la 
gente alta traiettoria, D si aoniUla, e 



direnone della fona dirieoe tan- 



nili - 



d9 

dx _ dy 
~ d? ~ dx 

dy 



il daMminatore nelle (t) . (5.' . (fi , (7) si annulla e cosi la forxa e la Teloeitl di- 
Teogùno infiDÌte- Perciò affinrbè il mobile percorra la corra data con velocità finita 
io o^ni punto, bisognerà che dal centro a , ^ della fona non a possano condarre 
taogenli alU cam. 

Le Tonnole d: Moiire (a) e di Aewton {bi soslituendorì per p e D i loro 
nkiTÌ in coordinate cartesiane e polari 



[\'^^MT_ i^iMm 



di' KdtJ 'df 



.Jy. 



^l'-m' M^y 



avendo scelto per origine delle coordinate il centro a , ^ delU fona, prendono le 
forme segoenti più optate : 



..ti 



<f> 



[»-£]• 



'l-'^é 
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donde per essere 



r_dD 



8i deduce 
(*) V.>-¥» = 2|Fdr 

^' D» dr " 2 dr\D/ 

dalle quali equazioni si rieaTerà la traiettoria, essendo data la forza o la velocità ; 
e TÌceversa. 

Forza di direzione costante. Quando la fona acceleratrice ha una direzione 
costante parallela ad una retta che fa coll'asse oa; l'angolo |j:, la funzione arbi- 
traria ha la forma seguente : 



f(x , y) = 



dv d9 

'^ dy '^ dx 



Infatti sostituendo questa funzione nelle forinole generali (3) ed (I) e ponendo : 

d<p do 

\,= — i-'Sen|H- -ri-cosii 
' dy dee 

Q_o d*tp d?_ dy d^y/dyV d'tp /dyy 

^ dxdy da: dy ^ dy^KdasJ dx^Xdy/ -y 

si ottengono per le componenti della Telociti e della forza le seguenti espressioni: 



(8) 






di ^ A, 



(9) ? 



T=-r-p-sen(i 
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le quali, considerando y comò funzione esplicita di x, si scrivono nel modo se- 
guente: 

dx fa 

cu ' 



(10) 



senit- -j^ -costi 



"'■Pi 

— COS 11 



h"i'-£«™i']' 






Queste equazioni si possono stabilire direttamente partendo dalla conditione 
di parallelismo della forza alla retta fissa, che è : 

Xsenit- lcostt = 



di* ™"'* di' ' 
da cui : 

dX'Sen|i-(fi/-costi = fad( 

e sostitaendo nelle identità : 

dx _hdx 
di ~hdl 

dy _hdy 
di hdt 



Digitjzed by V.iOOQIC 



)( 281 )( 
ad h dt la quantità equivalente : 

diX'sentJi - cfi/cosiA. 

Derivando poi rispetto a l ai hanno le Torxe componenti. 
Osservando che la quantità 



è il seno dell'angolo Tra la tangente alla curva e la direzione della Torza, molti- 
plicalo per yi + (-7^) f 



(m) 



-p-8en'(F,T,)- 



La forza vana in ragioue invtirsa del raggio di curvatura e del cubo del 
seno dell'angolo fra la direzione dvUa furza e la (angentc alla curva. 
E 

La velocilà varia in ragione inversa di questo seno. 

Queste forraole si deducono dalie (rf) ed (e) supponendovi r costante. Nei punti 
nei quali la. forza diviene tangente alla curva il seno dell'angolo fra queste due 
rette diventando nullo, la forza e la velocità divengono infinite : perciò affinchè il 
mobile percorra la curva data con velocità finita in ogni punto, la curva non dovrà 
ammettere tangenti parallele alla direzione costante della forza. Prendendo questa 
direzione per asse ox dalle (10) ed (11) sì ottengono le equazioni: 



(0) 



(P) 



36 
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donde per essere 



(9) 



t-V„» = 2[F 



dalle qufili si ricaverà la traiettoria, essendo data la forea o la velocità; e vice- 
versa. Cosi, per esempio, supjioslo la forza F costante la («) dà per traiettoria Ih 
parabola : 

y = \/cffl + fi' 

die ha per asse la direzione della forza : caso dei proietti lanciati obliquameote. 
Quando la traiettoria è una conica : 

Aa:' + Bxy + Gy» + Dx + Ey + F = 

e la forza centrale 6 diretta al punto a , ^ si ha dalle formole generali (S) pren- 
dendo la radice della somma dei quadrati, per la misura della forza: 



P ^ MBDE - CD^-AE*-F (B *- tAO] ^/(a^-a)*-K y - p)' 
"iSAocc i-BpM i-Dai + Bai/ f2Cpy + Ey + -2F + Da+Ep]>' 

Se la quantità dentro parentesi in numeratore fosse zero, per B'-ÌAC dif- 
ferente da zero, la F sarebbe nulla: ma allora l'equazione precedente rappresenta 
il centro o due rette passanti per esso. 

La quantità dentro parentesi in denominatore, se si considera come il primo 
membro dell'equazione della tangente alla conica in a;,y dove è 'stato sostituito 
a e ^ alle coordinale correnti, è proporzionale alia distanza 1) del centro a , ^ della 
forza dalla tangente ed alta radice cubica del raggio g di curvatura; e si ha per 
la misura della forza P la formola (<i) : ma se si considera come il primo membro 
dell'equazione della polare del punto a.,^ rispetto alla conica dove è stato sosti- 
tuito alle coordinate correnti quelle del punto mobile, è proporzionale alla distanza 
del punto mobile dalla polare e si può dire che : 

La forza è proporzto'Kile all'i disianza del mobila dal cnnlro della forza ed 
ni cubo inverso della distanza del mobile dalla potare del centro della forza ri- 
spetto alla conica. (Battagjini. Sul movimento per una linea di 2° ordine, 
Voi. XVII pag. 47 di questo Giornale). 

Per applicare più facilmente le formole generali precedenti a ciascuna delle 
tre coniche in particolare, giova riferirle ai loro assi. 
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Ellisse. Sia la traiettoria del mobile, l'ellisse di semi-assi o e 

Le cotnpoDeilti della ?elocit& e della forza saranno in generale : 
; dx 



(12) 



(13) 









dx 

La forza acceleratrice può considerarsi come risultaatc di due forze ; una F' 
F' = k»a'6* Vas» + !/*■/■* 

diretta al centro dell'ellisse, proporzionale alla distanza del mobile dal centro eit 
al quadrato della funzione arbitraria f; l'altra F" : 



F" = ftWaV + 6^a=4a«ì,^-(.*..^]T 



diretta secondo la tangente all'ellisse proporzionale alla funzione arbitraria f, alla 
quantità : 

"* dx dy 

ed alla quantità: 



indicando S la distanza del centro dell'ellisse dalla tangente nel punto 3;,i/ ed N 
la lunghezza della normale limitata all'asse ox- 

Quando la forza è costantemente diretta ad un punto fisso a , ^ le componenti 
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v/tttf U. n^.viifMi : 



<H, 



M5) 



■ iti £ 

' h*a*h*( x-a) 



!• 



I h<a'h' (y-i) 

I' 

I.K (|iiH<itìlA ì: Ni ])ul) «iNfrìmere mediante varie grandeeze. Siccome si ha ; 
I ■ i \la'h' + pV = a'b' -"- = n'ND 

coni £ h |in)|)tir)ll()r)ale nlln (ItNtiiiixll à del mobile dalla polare del punto a , ^ ; al 
nijiIiiTtii «l'Olii iIIfiIiiiixii 1> e 2 dei piintu Asso a,^ e del centro dell'ellisse dalla 
lllliKiintii i al proiliitio di 1) per In lunghczEa N della normale limitata all'asse ox: 
al pniiliiltii ili 11 per la riidlre cubica del raggio p di curvatura i alla distanza r 
ili'l niiililln dal lainlu a , ^ per la pruiciloiie P della normale sopra r. Avremo duo 
ipii) por In nilNiira della forza V, avendo posto ; 

I v'«''i'% ?'ii'' «■ "'11' 



II) fiii'inuln aogiunitl : 



l'.r- — 
\ ' pi» 



'r. 



>■--!- 

r'I" 
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e per )a velocità : 




D^^p■ 






ha* 



AiBnchè il mobile ubbia una velocità finita in ogni punto , il centro della forza 
a,^ dovrà essere interno alla ellisse, perchè se fosse esterno nei punti di contatto 
delle tangenti condotte da questo all'elliGse, la forza e la velocità sarebbero in- 
finite. 

Quando la forza è diretta al centro dell'ellisse, a = ^ = 0, la quantità £ si 
riduce ad n*b* e la forza viene soltanto proporzionale alla distanza r de) mobile 

dal centro. In questo caso l'odografo è l'ellisse stessa, poiché le inverse ■=- delle 

lunghezze D delle perpendicolari condotte dal centro alle tangenti, terminano ad 
un' ellisse che è quella data fatta ruotare di "Ij" atiorno al centro. Cosi la velocità 
in un punto qualunque è proporzionale al semi-diametro coniugato al raggio r. Se 
questa forza proporzionale ad r è anche proporzionale alla massa U di un corpo 
attraente posto al centro dell'ellisse, si può scomporre in n forze attrattive, pro- 
porzionali alle masse m, m^ ... m„ ed alle distanze dal mobile, applicate ad n punti 
nel piano dell* ellisse disposti in modo che il centro dell'ellisse ne sia il centro di 
gravità; infatti avremo allora per la componente X 

os&ia: 

X = - fcm, (ac - a,) ...... - Am, (a; - a„) 

e analogamente per la T' 
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Quando la forza è diretta al Tuoco F di coordinate ^ = 0, a= ^a*-b*j viene pro- 
porzionale soltanto al quadrato inverso del raggio vettore r, poiché allora si ha 



= a6' 



(^-~) = afe* \'ix - a)» +,j/* = oft»-i 



In questo caso l'odografo è un cerchio ; infatti le perpendicolari D condotte dal 
fuoc.) F alle tangenti,' terminano al cerchio descritto e all'asse maggiore come dia- 
metro, e prendendone le inverse si ottiene un cerchio che è i'odografo fritto ruo- 
tare di 90" attorno ad F. Le tangenti all'odografo rappresentando le direiioni del- 
l'accelerazione totale sono parallele ai raggi vettori corrispondenti dell' eUisse : per- 
ciò scelto un punto qualunque su questa e condotta la tangente o il raggio vet- 
tore r, per avere il centro del cerchio odografo basterà condurre dal fuoco F un 
segmenta Fm parallelo alla tangente e da tn una normale ad r, l'incontro e di 
questa colla normale Fc all'asse maggiore dell'ellisse sarà il centro cercato- 

Se la forza risulta dalle attrazioni reciproche, secondo la legge di Newton, 
fra il mobile di massa m ed un punto di massa M situato al fuoco F, sarà 

F = — — - — - e dedurremo dalle formole precedenti , che danno F = -n- ■ -r . la 

T* '^ b* r* 

relazione : 

(16) /i = ~ Vff(M + ni) 

V « 

Separando le variabili nelle equazioni (li) mediante l'equazione della ellisse, sì 
ottengono le seguenti : 

(") 

per delerminare la posiziuiie del mobile al tempo t impiegato per passare dalla 
posizione iniziale x^i/o a quella x , j/. Quando il mobile ripasserà per la posizione 
XqI/o ^^X'"^ 'in 8'>''> ^^i"^ impiegato un tempo T dato da: 

ah 
come si poteva dedurre dalla legge delle aree. Se h ha il valore (16) sì ottiene: 

3 («i + M) 
cioè la terza legge di Kepler nel moto dei pianeti. 
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Nel caso in cui la fona rimane sempre parallela ad una retta data i/-'3ctang[L, 
le sue componenti e quelle della velocità, poneado 



r = (»*x • cos 1*. + a*!/ • Ben i* 



sono le seguenti : 





ar 




Ji'n'ò'-senu 




tX')' 




-^'^ 



f dy _ h6*ac 

La forza raria inversamente al cubo della distanza del mobile dal diametro coniu- 
gato alla retta data i/=xtaagiJi, ossìa dalla polare del punto a, ^ situato sulla 
retta data, all'infinito: od anche iavcrsamente al raggio di curvatura ed al cubo 
del seno dell'angolo Tra la direzione della fona e la tangente all'ellisse in x,y. 
La velocità varia inversamente a questo seno : od anche inversamente alla distanza 
del centro dell'ellisse dalla tangente e alla distanza del mobile dal detto diametro 
coniugato , poiché la quantità V è eguale a quella distanza moltiplicata per 
•Ja* sen* [t 4 b' cos^ )!■■ Nei punti nei quali la forza diviene tangente all'ellisse , di- 
venta infinita insieme, alla velocità: perciò l'ellisse non potrà essere percorsa con 
una velocità finita in ogni punto, da un mobile soggetto ad una forza di direzione 
costante. 

Iperbole Quando la traiettoria del mobile è un'iperbole : 

6*cc* - a*y* = o*6* 

cambiando b* in - b* nelle forinole precedenti per l' ellisse , si trovano resultati 
analoghi. Se la forza è diretta al centro l'odografo è l'iperbole coniugata: poiché 



ad un'iperbole che è la coniugata, all'iperbole traiettoria, fatta girare di dO" ai- 
tomo al centro. Se la forza è diretta al fuoco l'odografo è un cerchio, perchè le 
perpendicolari abbassate dal fuoco sulle tangenti terminano al cerchio costruito 



dby Google 



)( 288 ){ 

sull'asse reale come diametro e le inverge di queste liingliezze terminano ad un 
cerchio che è l'odograro girato dì 90°. 

Quando la forza è sempre parallela alla retta y = x tang y-, purché questa tagli 
r iperbole, i! mobile percorre questa curva con una velocità finita in ogni punto ; 
e la forza Tarla inversamente al cubo della distanza rìel mobile dal diametro coniu- 
gato , alla retta data, che ò la polare del punto a , ^ situato sulla retta data, al- 
l'infinito : od anche inversaniente al raggio di curvatura pel cubo del seno dell'an- 
golo fra la direzione della forza e la tangente. La velocità varia inversamente a 
questo seno : od anche inversamente al prodotta delle distanze del centro dalla 
tangente e del mobile dal detto diametro coniugato. All'infinito sull'iperbole, il 
seno dell'angolo fra la tangente e la direzione della forza diviene il seno dell'an- 
golo fra questa e l'asintoto, il raggio di curvatura diventa influito ; perciò la forza 
sì annulla e la velocità diventa : 

P _ h y/a* + 6* 



b costi. - uaenii 

Parabola. Quando la traiettoria è una parabola riferita all'asse e alla tangente 
al vertice : 



dalle equazioni generali si deducono le componenti della velocità e della forza se- 
guenti : 



il 



=*pf 






Dalle quali si vede che la forza acceleratrìce può considerarsi come risultante di 
due : una F' 



r = fv'v' + P-[!,^ + pf] 
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diretta secondo la tangente, proponionate alla funzione arbitraria /; alla quantità 
IL 

P*' 



raggio di curvatura p, stante la relazione (>= -^ : l'altra F 



parallela all'asse e proporzionale al quadrato della funzione arbitraria. 

Se la forza è diretta al punto fisso qualunque a , ^ le componenti della velo- 
cità e deila forza, ponendo : 

S = pa + paj - py 
sono le seguenti : 

/ dx _hy 
[ di ~ S 

/ dy _ftp 



Siccome si lia: 



sVp*^? ■ D = A \y +^* = DN = r-P 



indicando p il raggio di curvatura; A la distanea del mobile dalla polare del punto 
a,p; N la normale', D la distanza del punto a,^ ài\ì& tangente alla curva in 
X , 1/ ; r la distanza del mobile dal punto fisso e P la proiezione di N sopra r cosi 
avremo per la misura della forza le formolo seguenti : 









'''^W • 


''' = -W 


(1) 






"'^ = ¥5' • 


o.P = ^ 


aTCndo posto 












'•' 


1 




>' „ ' 


YOL. 


XTIII 






31 
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c per la velocità : 








v = „.» 


(") 




n 




""-"^ 


avendo posto : 












,..- " 




/(. 


* 



Se la forza è diretta al fuoco, è proporzionale soltanto iil quadrato inverso di r, 
poiché allora S viene proporzionale ad r : e siccome si ha allora 

2 2p j> ' ' 

cosi potremo anche dire che la forza varia inversamente alla quarta potenza della 
normale o della distanza del fuoco dalla tangente in x , 1/ alla parabola; e la ve- 
locità inversamente alla normale. In questo caso l'adojfraro è un cerchio . poiché 
le perpendicolari D abbassale dal fuoco sulle tangenti terminano alla retta tangente 
al vertice e le inverse terminano ad un cerchio, passante pel fuoco, che è l'odo- 
grafo girato di 90°- 

Quando la forza è sempre parallela alla retta data y = xt&ag <, le componenti 
della velociti^ e della forza, ponendo - 



sono le seguenti : 



J' = pco8|JL-y-8enii 



' dx hy 

f dy_ hp 
i di S' 



(S')» 
/ y_ /t*p' -senti , 

\ '- (sr ■ 

La forza è inversamente proporzionale al cubo della distania A del mobile dalla 
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j/seii|i = pcos|i. 

parallela airasse, che è la polare del punto a,^ situato sulla retta y = xt»ugv- , 
all'ìofinito; è cioè : 

"~ d' sen* [t 

od anche inversamente proporzionale al raggio di curvatura e al cubo del seno 
dell'angolo fra la direzione della forza e la tangente. La velocità varia inversa- 
mente a questo seno : od anche in ragione diretta della normatec^l inversa della 
distanza A, ed è : 

à sen;jL' 

Nel punto dove la direzione della forza diviene tangente alla parabola, la forza 
la velocità divengono infinite; perchè ivi è S' = 0. Perciò la parabola non potrà, 
essere percorsa con una velocità Anita in ogni punto da un mobile soggetto ad una 
forza di direzione costante altro che quando questa è parallehi all'asse, e allora 
essendo ^ = 0, la forza è costante : 

V 
e la velocità : 

V = 'i.N 
P 

k misurata dalla normale N limitata all'asse. É questo il caso dei proietti lanciati 
obliquamente, nel quale si ha F = g, perciò li' = p-g. Se all'origine del moto la 
velocità iniziale \'o fa l'angoio tu coll'orizzonte si. ha: 

Vo = y--No ; p- N, C08tó= -2- co8*u 

e per l'ampiezza A ed altezza H del tiro 

A = "3N„ sen (ti = -^ sen 3w 



2.. 

Quando la linea percorsa dal mobile non k piana, riferendola a tre assi coor- 
dinati ortogonali ed essendo : 

f 9 (co , y) = 

(i) 
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le e(|iiaiioni delle sue proiezìuiii nei piani coordinati xoy . ijnz avremo derivHtido 
rispetto al tempo ( due eqiiaEioni le quali Terranno identicaincnle KOdilisfalte pren- 
dendo : 



(2) 



Il mobile animato da queste velocilÀ componenti' percorre la traiettoria (1) 
poiché la direzione della velocità \iene ad essere quella della tangente alla traiet- 
toria (I); ed climÌDiindo i fra le {i) si baimo le equazioni : 



dx 
di 


^ dj/ ds 


di 


* dx dz 


dz 
(Il 


dx ds 



dj. 




d* 


dx 


dz 


-iy. 


a» 


«S 


d? 


dy 




w 



«tonde integrando, le equazioni : 

ilove x„ !/»:„ sono le coordinate di quel punto della traiettoria dal quale il mobile 
pnrte all'origine del tempo colla velocità arbitraria V^ da cui dipende la costante ft. 
Moltiplicando ciiiscuna delle (2) per una funzione arbitraria f delle coordinato 
del mobile, le velocità componenti : 

■ di - dy dz 



C3) . d^= 



dz . d^ dij< 

Tir ^~ dx'ly' 
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conrerranno al moto del punto per la traiettoria (1) poiché col moltiplicare lo (2) 
per una stessa funzione non si canijia la direzione della velocità , ma soltanto la 
grandezza. 

Le componenti della forza acceleratrice si otterranno derivando le (3) rispetto 
a I e saranno : 



01) 



X = X' + X" + X'" 

y=r +i' + T"' 
z = Z' + Z" + Z'" 
avendo posto : 



X' = fc' 



\dz/ hixdy dy dy» dscJ ' 

/ djf y r tt*9 ^_d^ fi<pl -j 
Aris/ [dxUy' tUc dx* tfyJ"' 

dy dz Vdx^' dy dxdy dxV 

„„_.., dy d'jrd'^ dò d*if dif'\ 
~ dx dyXiiz* dy dydz' dzi 

\dx ) \-dy dz dz dz^ dy 1 ' 

^ z"= it*Y^y [-^.^ -^.^ì /•. 

^ Vda: / i-dy dz dy dy* dz J 



k'.^.!^.,,.f 
dy dz 



T" = ~ 

r 

Z"' = 



ft..^.=£.u.r 



dx dy dz ~ dy' da dz dz dx' dy 



La fona acceleratrice si può considerare come risultante di tre forze F',F",F"' le 
cui componenti sono rispettivamente X',Y',Z' ; X",Y":Z"; X"',Y"',Z"'. La forza F"' ha 
la direzione della tangente alla traiettoria nel panto x,y,z, poiché i coefficienti an- 
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¥'" %•■• 
I jTT, I Y^, sono I coei- 

licienti angolari delle tangenti alle curve proiezioni della traiettoria su questi tre 
piani. Questa forza è proporzionale Uirettamente alla funzione arbitraria f, alla 
quantità il, alla quantità : 

~ dy ilz ^'rfa; dz" "dx'Uy 

ed inversamente alla distanza D ilell'origine delle coordinate dal piano normale alla 
traiettoria nel punto x,y.z •. poiché dall'equazione del piano normale : 



dy d^ _ d^ d^ _ dtp di}* _ d? d^ do d^ d? d^ 

dy Oz dx dz dx dy " dy dz dx dz dx dy 



dx dz 


d9 d^- _ d? d^ 
dx dy dy ' dz 



x-^. 



^Ldy dzJ Lda! dzJ Ldae dyì D' 

In quanto alle direzioni delle forze F' ed F" non si può dire in generale «Uro 
che la proiezione della F' sul piano yoz è tangente alla proiezione della traiettoria 
su questo piano ; e la proiezione di F" sul piano yox è tangente alla proiezione 
della traiettoria su questo piano : se poi queste curve proiezioni sono due coniche 
allora si ha anche che la proiezione della F' sul piano xny passa pel centro della 
conica di questo piano, e la proiezione della F" sul piano yoz passa pel centro 
della conica di questo piano. Nelle equazioni precedenti la costante k dipende dalla 
velocità arbitraria Vg al punto di partenza x„i/q:o mediante la relazione: 

La funzione arhitraria ; si può facilmente determinare in modo che la forza 
sia sempre parallela ad un piano Usso dato, non potendo per una curva a doppia 
curvatura né passare per un punto lisso né essere parallela ad una retta data , 
poiché In f(irza deve essere situata sul piano osculatore alla traiettoria. In ogni 
punto la (losizione della forza sarà determinata dall'intersezione del piano oscula- 
tore con un piano parallelo al piano fisso. 

Forza parallela ad un piano fisso. Afllachè la forza sia sempre parallela ad 
un piano fisso la cui normale fa cogli assi coordinati ox,oy,oz gli angoli X,ii,v la 
funzione arbitraria deve avere la fonna seguente : 



dtp dib . do dò do dii 

_I_. -JL.cosX --7^-.-TÌ-.C0SlJl+-^.-xl-C08W 

dy dz dx dz dx dz 
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Infatti sostituendo questa funzione nelle equazioni generali (IT) e (3) e ponendo : 

„ dif d^ . ' df tiJi de dò 

^ = T^--r-cosX - •—■ -TÌ--cosu + -r---7^-cosv 
da; az dx dz "^ dx dz 

ai ottengono le componenti della velocità e della forza, che seguono : 

/ 



(t) 



liX 


dy dz 


dt 


+ B 


dy 


dx dz 


di 


6 


dz 


da; dy 


lU 


^ B 



' ^"■p-Ni"™''-''!™'»! 



! T = ^[Q,Msv-Q,co»X) 
Z=-jf [Q,cosX-Q,co>|»| 



avendo posto : 



(6) 



' \dz} WdyJ (to' Vdx/ dy* dx dy dxdyl 
^' \dxJ l dy'dz'dydz \dy I dz' \dz ì dy'i 



d^ df 






dy 
dx 



Dalle (S) moltjplicnndo ordinatamente per cosX , cos|i , cosv e sommando si 
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Ottiene la relazione : 
(7) X cos X + 1 cos 1* + Z cos V = 

ossia chiamando cosa , cos^ , cesi i coseni degli angoli della direzione della forsa 
cogli assi : 

cosacosX + cospco8)j. + sco-ycobv^O 

che è la condizione di parallelismo della forea al piano (Isso. 

Le quantità Q, ,Qt,Q} considerando y funzione esplicita di x, e z di i/ si 
scrìTono nel modo seguente : 

I ^' to' 

1 „ /iiyy d'z 

(8) j«-=-(^)-5r' 

\ '' dy' \dx' ^ <ly tfa;* 
od aaclie considerando z come funzione di y ed y di x variabile indipendente 



(9) 



I __d»j; dz d*z dy 



Perciò le equazioni (4) e (S) ponendo : 



(10) 



B' = cosX -f cosii'-;2 4-C0SV- — 

" dx' d^~ dx*' dx 

__ d*z 
'^~dx^ 
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divengono 



(") 



X= -^TT-, [a'CO8t*-C'C03v] 
(12) l T = -g7r, [6-cosv-a-coBXj 



w 




di 


B- 


* 


1, "■» 



- (B')' ' 



Queste equasioni si possono ottenere direttamente partendo dalla condizione (1) di 
parallelismo della fona al piano fisso : 

_CO8X + ^CO6iX + ^COSV = 

ossia 

dx cobX + dj/cosiJL + dz coBv = hdt 

e Bostìtuendo nelle identità : 



<lil! 

M 


IldO! 

= Rdr 


di 


= ^" 


di 
di 


"ftdl 



ad hdl la quantità equifalcnte dx cosX + (f;/ cos ;ji -f ds cosv : poi derìTando rispetto 
a I si hanno le componenti della forza acceleratrice. 

VOI, xYiii, 38 
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Notiamo che la quantitÀ B' è eguale al coseno dell' angolo fra la tangente alla 
traiettoria e la Dormale al piano fisso , ossia fra il piano Dormale P, e il piano 
fisso P^ , moltiplicato per : 



i avr& duDqno dalle (12) per la misura della fona F : 



,,3, p_ li*^à* + b* + c* /. _ f acosv + b cosX + e eoa 5* 1' 

Ora u poniamo : 

. a' =dy d*J! — d*y dx 
\ b' =dh/dz~d*xdy 
j e' =iPzdx-d*xd2 

il raggio di curraturs p Tiene espresso da : 



{^d3i' + dy» + dz*)' 
p = g 

ed ì coseni degli angoli che la normale al piano oaculalore P, fa eoi tre assi da: 

C03ii.=^ ; costi, = ^ ; eo8n, = ^. 

Considerando in queste formole la as come Tariabile indipendente e EuendoTi quindi 
d*x= le a',b',<f si cangiano nelle a,b, e moltiplicate per (dx)*. Perciò la (13) 
sì scrÌTe sotto la forma : 
M seD(P..P,) 



> (It) si ta per U Telociti: 



(w) 



"eo«(P.,P,)- 
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E si conclude che : 

Quando un punlo mobile percorre una traiettoria qualunque nello spazio per 
effetto di una forza parallela coslantemenie ad un piano ^so, quésta 6 dirella- 
menle proporzionale al seno dell'angolo fra il piano osculatore e il piano fisso 
ed inversamente proporzionale al raggio di curvatura ed al cubo del coseno del- 
l'angolo fra il piano narmoie n il piano fisuo: la velocità è tntiersamcnfe pro- 
porzionale a questo ultimo coseno. 

Nei punti nei quali la direzione della forza diviene tangente alla traiettoria, la 
quantità B si annulla e la fona e la velocità divengono inflnite : perciò se il mo- 
bile deve avere in ogni punto una velocità finita, la traiettoria non deve avere tan- 
genti parallele al piano fisso. 

Se la traiettoria è data come intersezione di due superficie, che non siano le 
cilindriche proiettanti, rappresentate dall'equazioni : 

(14) l(x,y,z) = Hx,y,z) = (i 

le Telocità componenti saranno : 

i di Idy' dz dz dy} 

05) { di ""Ldz dx dx dzl 

.^- ferii ii_ÌL Ì?.l 
\ dt Idz ' dy dft'dajJ 

Infatti eliminando I fra queste si hanno P^"" ^ t ;p Sl' stessi supposti che si trag- 
gono dalle equazioni differenziali delle (U). Moltiplicando queste velocità per una 
funzione arbitraria f delle coordinate, avremo velocità convenienti ancora al moto 
sulla traiettoria (14) : cosicchÈ chiamando A,B,G i secondi membri delle (IS) , 
otterremo per le componenti della fona acceleratrice le espressioni : 



db, Google 



avendo posto : 

Conoscendo dunque la traiettoria di un punto mobile, le formole generali 
(I) , (II) , e (III) danno un numero inAnito di sistemi di componenti della forza ac- 
celeratrice m funiione delle coordinate del mobile. 

Bologna, 1880. 
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SUR LES DÉBIVÉES D'OBDRE QDELGONQDE 

F. GOMES TEIXEIRA 
Professear à rUniveteilié de Coimbra (Portagal). 



Nous allons nous occuper dans cette Note de larecherche de TexpressìOD ana- 
lytique de la dérÌTéo de l' ordre n de la fonctioo f[x). 

1. Dérivée de u=f((ip(x)). La démation successive de la fonctìon u = f(y), 
étant y = <f{as), donne : 



r=»v 



_ = u'Y' + 3u"yY + u'y"' 

On Toìt, par aDalogifli qae 

0=SA«l') (»')«(!/■)' (»■")' . ■ • (SI"')' 

IDt 



(I) 
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Pour démontrcr cette formule, cherchons la dériTée d'ordre n + i : 

^ = 2A j u^'*'Hy'rHy")^ {f'V + -. + «"'(a(y/-'-(y")^^'(y'")^ ■ 



+ P(yr(y"/-(y'V *.-■(••■ ■)}■ 



On Toit que les exposants de v* , y" , y'", etc. satisfont en chaque terme aux 
équations 

a' + 2^' + 3-f' + . . . = n + 1 , a' + ^' + f ' + ... = i + i ou = i j 

et que le nonibre dea termes est égal au nombre des racines que la première des 
équatioDB précédentes a plus que a + 2^ + 3^ + ■ ■ ■ = n, donc la formule (2) est 
Traie. 

Pour détenniner le coetBcient A, nous poserous 

u = j/* , y = 3c + a!* + a:!'+...+x", 

k étant entier et positif. Noua aurpns 

u = [x + x* + a!»+ . . .]* 



""■"1.2...h,xl-2...h.x!-2...h,X- 



ft = ft, + h, f h, + . . . . 

DérìTant cette équatirm n fois et faisant ensuite x = (i, on rcnd nuls tous Ics 
termes qui ont des puissances de ce diiTérentea de n, et l'on obtient : 

_ _ 1-2.3. . .kxi-t. . 

Kda^J^~^ 1 

étaDt 



/d*u\ _ y i.2.3. ■ .kxi-t. . .n 

\dac" /««"■*-' l-2...h,xl-2...h,x.. . ^^ 



/14 + 2h, + 3h| + ■ . ■ + nh, = n , h, + /i, + A, + , . . + h, =; ft. 
Mais la formule (2) donne 
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ou, remarquant que tous les termes où fc-i est différent rte iéro sont nuls, 

(^) =2A(l-2)^1.2.3)-'...(I.2-3...n)^xl-2...ft 



(t + 2H3-r+ ■ . ■=n. 

Le terme general de la somme précédente doit étre égal au terme general de 
la somme (3), parceque ici on donne à a , ^ ,-f , etc. les mémes valeurs qu'on 
donne en (3) à Ai , /i* • /t, , etc. donc 

A_ i-ì...n ^ 

l-2-3...aXl-2...px...X(l-2)P(|.2-3)T...(1.2-3...n)^ 



dy" " ù l-2...ax Ì-2...pX...X I-2...XX(l-2)Pcl •2-3)t...(l-2...n)^ , ,^, 

ot+2p + 3f +... + nl = n , i= a+^ + t+ ... +\ 

On troure cette formule dans le Calcul Différentiel de H.' Bertrand démon- 
tré d'une manière differente. 

2. Dérivées (ics fonctiona simples. Nous allons appliquer cette formule à la 
rechercbe des dérivées des fonctious simples. 

t" La dérivée d'ordre n de y = [?(x)]" est: 

„, _ y l-2...nxm(t»- Ì)...(m-i+\)i<f'x)'(<t"x)K.,{<fWxf- , 

^ ^ 1-2...axl-2...pX...Xl-2...Xx(1.2)P(t-2.3)t...(l-2-3...n)''" ^*"-' 

i=a+p + Y + --- + *- . o + 2p + 3f + ....+nX = n. 

Nous ferons bientAt un usage important de cette formule. 
2* La dérìTée d'ordre n de y = a', étant z = 9(x) est: 

„,.,^ y i.2..,nii'w(z'y...(zW)' 

' ^ 1 -2.., ax 1-2,.. px.-.x 1-2... 1(1 -aìfci-s-swi-a .■■!>/ 
a + 2p + 3]f + .. .+nX = n , » = a + p + 7 + , . . +X 

80 j/^senz donne: 

1 -2 ... 11 «cnl'z + !f) (jT(2")' ■•• («'"')' 

„("> = V i il , , 

" Zjl.2...axl-2...fx...Xl-2... X:(l-2)ii(1.2.3)l...(1.2...ìl/ 
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On trouve de la nièine manière les dérivées des autres fonctions BÌmples. 

3. Queslion inverse de eelle du n. 1. Les formulcs (1) donnent u''> exprimée 
au moyen d'un déterminant. 

En cffet, en représentant par T„,, le terme general des coefllcients de «''^ en 
(1), qui sont donnea par la formule (4), il vleut : 



T,.,.T,j 



Ti.! 
T,,, T,., 
f.,. T.,. 



du 
dx 

d'u 
dx' 

d'ii 
dx" 



T,,.-. 



da/' 



(5) 



Cette formule, que je crois nourelle, est trèa importante parcequ'ellc seri 
pour faìre le changement de la variable iudépendente, c'est-ì-dire elle donne les 
dérivées de u par rapport à y, quand u = f{x), y = 9(x) sana faire )' éliminatioo 
de X. 

4. Dérivées des fonctions inverses. La formule (5) sert encore pour trouver 
les dérivées de x par rapport à y quand on connait les dérivées de y par rap- 
port à X. Alors on doit faìre u = x, et il vìent ; 



"l!/" T,., T,,, 







T,., T,,, 



T.,^. 



(6) 



dy 



= (-1)" 



.T.,.-,-' 



■f) , i(1',.i-T,,^-Tt, ^.T,.,> 
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Par exemple, U dérivée de 

y = are (sin = 2) , z = (p(x) 
sera donnée par la formule précédente, étant 

\ .2 ... n sen fz f ^\ (z'f(z")^ - (z'"*)^ 
'''"•' ^ 1.2...oxl.?...^X...Xl-2. .X(J-2)'(l-2-3)PTMr-'5...n)'> ' 

5. Dérivée d'une, fonction de pliisicHrs fonclions de x. Sous allons chercher 
la dérivée d'ordre n de y, étant 

?/ = /'("i .«».-• -Mi) . «i = ?,(a5) , w» = 'Ft(J'). . ■ . w/-5iCa:) (8). 

Il sufDt faire quelques dérivations pour trouver que y^"' a la Torme : 

y'" = S -^ du.-j'."d<. .. '"■''•'"■"'' - X (»'''■■ ("■">'■ - X ••■ <" 

et nous allons dótérmincr a , 6 , e ,-..,«, ^ , Y ,,,,,«', f' , y ,,. . 

Tour faire ^a nous allons particulariser, cornine on fait en beaucoup de que- 
stions, la fonction donnée (8) faisant 

y = (u,-H,-w,. . .li,)*, 

k étant une quantité quelconque plus grande que n, et l'on obticndra ainsi : 

yW = i:*;(&-Ì)...(fc-a+l)Xft(ft-l)..,(fc-6+t)x X 

X lf,*-«-H,*-' ... X (w,')"-(«,")P ... X («,')"■ («i")"' ... X 

Los quantités A , a , P , ... , a' , P' , ... , a , 6 , e , ... , qui entrent dans cette 
formule sont Ics mémes qui entrent en (9), et par conséquent pour avoir leurs 
valeurs dans le cas general il sudit de Ics déténniner dans ce cas particulier. 

Pour faire cctte détérminalion. «lierchons yi"' par un autre moyen. 

La formule connuc de la dérivée d'un produit donne : 

1-2- ■ .n ,.. tC'i) ,„ *,<'-.) 



^ Zdi-t...lt,X\-ì...hrX..r *^ ^ *' 



DÌi Ton doit donner a A, , A, , Aj, eie les valeurs entieres et positivesqui satìsfont 
TOL. svili. 39 
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à r équatìon : 

ft, + ft, + A, + - . . + A, = fi. 

En substituant ici les dérìfées des puissances par leurs valeurs données par ]e 
n. 2 , l*' cas, od obtient : 



!/'■'= 2 



2...nXft(fc-l)...(/i-n+l)xA(ft-6)... (fc-fc+l)X... 
..«Xl'^...pX...Xl-2...a''<t-2...p'x...Xl-2...a"+l-2...p"x...X.. 

(».')'-("t")^ ... X (<)''■ (u,") ^ ' ■■■ X -■- X«.*--iti*"* ■■■• 
^ (1.2)3*J'*?"'---(1.2.3)"'*-f'*''"-'— 



o = a+p + T;+... , b=a: + ^' + Y+— , c = a" + P" + y" + ... , etc. 

doonant à a , ^ , ^ oc' , P' , f',... les valeurs eatieres et positives qui satisfont 

aux équatiODS 

a + 2? + 3y + ... = Al , a' ■(- Sp' + 3f + . . . = A, . etc. 

La comparaison des deux Taleurs de i/'*' donne mainteoant le coefllcieiit A. , 
qui substitué en (9) donne la dérivée de la fonction (8) : 

,., _ .-. *■'■■■' am d,?l.' ... <"''>■■("■"'' - X '"■''•'■«>'• •■■ X - 

'^ 2il-2...axl-2.. px...Xt-2...a'xl-2...p'X...X(l-2)P*P'+---(l-2.3)T*T+r+'--... 
étant 

m = o + 6 + c + ... , a = a + p + Tf+... , fc = a' + P' + V+... , ctc. 
et a , ^ , Y > "■ ) ^' > ?' ) f' > -'- ét^t les racines entières et positives des équations 

a + 2p + 3Y + ...=A, , a' + 2p' + 3Y' + ... =A,, etc. 
où A, , At , ■.. 8ont les racines de Téquation 

A, + A, + A, + . . . + A, = n. 
6. Dérivée cTune éqìuUion. La formule précédente donne la dérivée de Véquatìon 
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En elTet, dans ce cas on a 

«1 = V t Wi' = i/i' . Ui" = y.", ... «1 = X , H,' = l , u»" = li,'" =...=: 

m = a+b , a=o+p+Y »"■»''=«' . «+23+3^ ■•■ = fti . a'=ftj , A,+A,=.n 
et par conséqucnt 



j^'fnftMstiCilb) 



d"F 



dai""'' ffj/* _ 

2...ax 1-2... Px...x1-2...)lXI-2...<ì' " 



où l'on doit donner à a' toutcs les valcurs depuis t&ro jusqu'à ti, et à a.^.Yi--- 
Ics Taleurs qui satisfont à l'équatìon 

a + 2p+ 3-^ + ... + jiX = n-a'. 

On Toit par celie équation indetérminée que X ne peut pas étrc supérieur & 
l'uniti, et par conséquant l'équation préi'edente est du premier dégré en j/'"'. 

Coimbra 12 Janvier 1880. 
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I 



SOPKl ALCr.VE ÌPHICU11J5I DI Oi FORlOLi CÙIB151T0RI1 



FRANCESCO GERBALDI 

AD;m^!:«rt la s«rn«st« fùnnoU sulle combiaiiì-iai . focile p«r altro a dimo* 
Anni , 

" (";">ì.(-"''(")("-) 

dalla (i'iM^. ;-.9endo is '=ii , r^n-i , iiì-«'=k, si «le^luce 

D.s<::s::!o c>:-a S, ^ li soraau <!ei prod-jtii r^-nnitì ■l.vtE'* combioazìooi À a À dei 
n^^aifrì 1.2,3 *. e f^i-aenJo per brcTità di scrìi;ur3 

V <-.)-(?)<-=■<„. 

Bccoose a lu 

CCS h (2i si pao [cenere sono I» forma 
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In questa si supponga v < n ; in tal caso il primo membro si annulla : dico che 
in conseguenza tutti i termini del secondo membro sono nulli separatamente. In- 
fatti siccome la formola ò vera qualun'juc sia v, e per v-0 il suo secondo membro 
si riduce ad H„^o, cosi si ha H„_o = (come d'altronde è noto); per v = 1 quel 
secondo membro sì riduce ad n„,, + H„_„, ma H„,, = 0, dunque H„_i=0; per •i = 2 
quel secondo membro si riduce a H„ , + 3H„ , + 2II„ „ , ma II„_, - H„_o = 0, dunque 
Hn,i = 0- Cosi Tia seguitando sarà facile dimostrare che qualunque sia a, purché 
intero positivo e minore di n, si ha 



H...-.=2;.(-')-'(?)' 



Nella (3) si supponga in secondo luogo v = n , allora lutti i termini del suo 
secondo membro, tranne il primo, sono della forma U„ ^_^ e quindi sì annullano, 
pertanto la (3) kì riduce alla seguente 



(S) H.,. = |;_(-l)"-'(»)i-=nl 



È questa una formola importante nell'analisi , e si presenta spontaneamente 
quando per due \ie diverse si esprime la n* differenza finita di x" ; essa, come 
pure la precedente, sì suole anche dedurre d;illa serie esponenziale; per mezzo 
della stessa Lagrange Iia dato una semplice dimostrazione del teorema di Wil- 
son nella Teoria dei numeri. Applicando il ragionamento di Lagrange alla for- 
mola (4) nel caso di a= I, ed avvertendo che, se t <* n, ed n è un numero primo, 
pel teorema di Fermat si ha 

i"-» - I - p^n , 

dove Pi è un numero intero, si trova che facendo variare i da 1 ad ii - 1 i nu- 
meri Pi soddisfano all'equazione 



2;(-i)'(?)p.=»-- 

remo una nuova dimostr 

w ^, (^)(- ire +'')'-• =0. 



Fondandoci sulla (i) daremo una nuova dimostrazione di una formola di Abel. 
Abbiamo 
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perchè, se si sviluppa (l+hf"^, il coeflìcìentc d'una potenza qualunque di i è della 
forma H„_„_a. Per ciò che segue è importante avvertire che la (4)' cade in difetto 

nel caso di p = 0, caso in cui il valore del primo membro è ,~. Si moltiplichino 
i due membri della (4)' per j- — : .,." , rriofb'-'-f, si avrà 

si moltiplichi e si divida il termine generale dì questa somma per (t+A)!(n-[-A)!, 
si avrà 

n >»■' "' ih+l-Ì)ì (tl-i-fl)I , „fc,. .,. ,., „ , 



=i;x.:*)("ii"')(V-»*)<-"'('-""'''"-'-'- 

In questa si pongano successÌTamente per I i talori , 1 , 2 , ... , n - p e si som- 
mino tutte le eguaglianze cosi ottenute; posto l + h = i, si ha 

«=È.i;.(?)C7.')(p;)(-«>'»-' '"-'•'"■ 

Immaginiamo ancora che si siano moltiplicati i due membri di questa pero^, 
quinfii si sia posto successivamente p = 1 , 2 , 3 , ... , n - 1 ; ciò fatto sì sommino 
di nuovo tutte le eguaglianze cosi ottenute, si avrà 

|,Z.É.(-')'(?)(V)(?-1)«*-''-'-'""^=«< 

se ora nel secondo membro dell'eguaglianza che precede si pone ancora p=0 , il 
suo valore non sarà nullo, bensì si avrà 

[i:,t(-')t?)C^')(M)"'"''"■'"'""-'J,^= ?.(?)»''-=(-«■ 
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6 sommando membro a membro quest'ugunglianza coU' ultima scritta si ottiene 



S,ì.t(-')*(?)C^•)(^-»°'-''■■ 



-*-P**tPa!P = (o + 6)". 



Ora osserviamo che per limite superiore dei valori di k si può assumere i-I 
invece di p; inrutti, se p>i- I, i termini che corrispondono a valori di ti com- 
presi fra i - 1 e p sono nnlli, perchè s'annulla il fattore ( 'T 1 ; se p -^ i ■ - I , 1 
termini che corrispondono a valori di /i compresi fra p ed t 1 sono nulli, perchè 
s'annulla il fattore (^^fj- Poniamo inoltre p--h + h, e avvertiamo che, essendo 
ed n— I i limiti di p, ed essendo ed i - t i limiti di h, saranno ed n - j 
i limili del7a k che si introduce al posto di p. Ciò stabilito, possiamo scrivere 

. |;C')'tC,.')(-'A''-'«"4(\>"-'x'=(«+»)^ 

laonde, osservando che 



ter)' 



*i*a!' = (6 + i!B)"- 



resta dimostrata la formola dovuta ad Abel 



(6) £^ (V) a (a-)x)*-< {b+ixy-' ■= (a+&)" 



la quale sussiste qualunque sia x. Lo altre dimostrazioni che Unora furono date 
sono tutte tutte coli' uso del calcolo dirrerenziale , tranne una inserita in questo 
stesso giornale. Voi. VI, e dovuta nll'egrc^io mio prof. ¥,. d'Ovidio, il quale ivi 
dà anche a questa formola un'estensione analoga a quella che Leibniz diede alla 
celebre formola di Newton, ed incontra nella sua dimostrazione quest'altra identità 

(7) y (- l)Pn(n-n(«-2)...(7i-p+I)(rt+ò)''-Pa:'=y (f\{a ix)\a+xxy*-^ , 
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la quale potrebbesi anche dedurre dalla (5), scrivendo questa nel modo seguente 



(sy 2]^(J)<-i)'(''to'=(-i)'pi, 



Indi moltiplicandone i due membri per -j—. — r-r a' x^ 6"'' P e prendendo la 

doppia somma di tutte le uguaglianze che se ne deducono col porre 1=0,1, 2,. ..,n p 
e p=0,l,2, ... ,n. 

Abbiamo ifìsto quale sia il valore dì H„^^ quando v<h e quando v = n; pas- 
siamo ora al caso v > n. 

Anzitutto dalla (3) nasce spontaneo questo teorema, che io credo quoto : 

Ogni numero H„ ^ è divisibile per n ! 

Invero essendo stato dimostrato clic tf„ „ , U„^^ , ff„^j , ... , Ì/^.b-i sono lutti 
nulli, la (3) si puà scrivere più semplicemente così 



(3)' ff.,v = ^!(y-S„,H.,, 



Da questa risulta che, se il teorema è vero per fl,_, , fli,,„+i , -. ff»,,_i , sic- 
come tutti i termini del secondo membro riescono divisibili per n 1 , cosi anclie 
H„,, sarà divisìbile per n! ; ma il teorema b vero per Ab»» giacché H„„ = iiì, 
dunque sarà pur vero per i7n,,+, , tì„,„+j . ... ed in generale sari vero per ir,_,. 
Con ciò resta ad un tempo dimostrato che Id somma 



!-/-"• {Tornir 



è sempre un numero inlcro, ed in particolare è =0 per i*<n, ed è =1 per \i=n. 
Ora ci proporremo di calcolare 11^ ^^.^ conoscendo H„ n+i.i- Facciamo l'ipotesi 
(vera nel caso di a= I) che sì abbia 

'^,»+(.-i = {n + «-l}"'ii,a-i 

^1-1 = *'""'' + ^»""'*+ ■ ■+*„, 

dove A, , Al , ... A, sì suppongono noti e sono numeri interi o fratti ; si Tuoi pro- 
varo che eziandio ^^«,0+, i della forma 

^■,«*a = (" + «)"'»,« 
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= Xo "' + X| ""'' + — + '''■»• 



Osservando ctic si ha 



CJ')=a)4-.) = G')t;rii("t') 



si deduce 
(8) 



e quindi per le ipotesi fatte si ha 



(8)' 



(n + l)/l,^,.a_, = - (1 + I) V« + (" + *+ ')''«-* 



chiamando An-»i a^t > ''h+i a i ^^^ polinomii che si deducono rispettivamente da 
K t-t < ''■ 1 ^'^^ cambiare n in n+ 1. La verità delle ipotesi fatte sarà dimostrata, 
se proveremo che le quantità X^ , X, , ... X„ si possono di^terminare in modo du 
soddisfare identicamente alla (8)'. A questo scopo ordiniamone i due membri ri- 
spetto alle potenze di n, il primo membro sarà un polinomio tutto noto della forma 



Bo n" + B 



. + B^. 1.P 4- . . 



il secondo membro sarà ancor esso un polinomio di grado «in ti, i cui coellìcienti 
conterranno le X^ , X, . X, , ... X,; tali due polinomii devono essere egunli iden- 
ticamente, epperò conviene che sieno eguali due a due i coetllcienti delle stesse 
potenze di n ; ciò dà luogo alle seguenti equazioni 

B, = 2a X, 

B, = [("+') + a'] X.+ (2a-l)X, 



(9) 



B.=ì'[(rSl)-«(?:9]^-(^«-p)^p 



B. = (I + «) Pi + Xi + ^. + •■• + Vi) + <•^•■ 
fOL. xviii. 40 
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Si hanno cosi a + 1 fiquazioni di primo gratlo cui devono soddisfare le a + 1 
quantità X„ , X, , . . X» , dunque queste sono perfettamente determinate. In tal 
guisa oltre che abbiamo dimostrato l'asserto, abbiamo ancora dato il messo di cal- 
colare le Xo , X, , ... Xq. 

Osservando che H.,,„, « a>0, è nullo quando n = segue che il polino- 
mio h,., deve essere divisibile per n, e quindi si avrà sempre X„ = 0, cpperò l'ul- 
tima delle equazioDÌ soprascritto diverrà 

(9)' B, = (l-)-»)(X,-l-X,-l-X,+ ...-l-X..,) 

e servirà a vcriOcare i valori di X. , X X.., calcolati per mezzo deUe equa- 
zioni precedenti. Con questo metodo, conoscendo H.,. = nl, si possono ricavare 
successivamente per H,.„, , H.,„,, ... le seguenti espressioni 





(10) { 



H.,„. = 2,(-l).-(?).-- = (n.3),5^ 



n'(«+l) 



H.,.«=2;(-i)-'(?)i'"=(>'-i'*)i 



H,.„,= |;^ e- ir' (?)("■ = (» + 5)! 



ndSn't aOn' + Sn-q 



nVn + l)(3n* -t- In - ?) 
IIS20 



l 



Queste stesse si possono ottenere col calcolo delle dilTerenze finite (*). 

Ora se sì Ta capo alla (3)', è reso facile 11 calcolo delle somme dei prodotti 
dei primi n numeri naturali combinati 1 a 1, 2 a 2, 3 a 3, ecc. Invero se nella 
(3)' si fa v=n, indi si pone n- 1 in luogo di n, conoscendo H,_,„_, ed H,.,, 



(*) Gfr. Lacroix. Traile du Caìcul différe»Uél el du Caìcul itttégral. Tome III 
Char. ir. 
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si ricava S„ , ; ponendo poi n - 3 m luogo di n, conoscendo H.., „_i , Hy_i^n_, * 
n«_t,, ed S„^, si ricata S,_,; ponendo n-3 in luogo di n, conoscendo H,.,_,^,..., 
^■-1,* > S» 1 ■ ^n I B> ricava S„i t eoa di seguito. Si trova 






(11) 



^"•' ^51^^""*" ''"'" " 0(« -^)(» - 3)(lSn' + 15n» - lOa - 8), 
S,., = ~^(n+I)*n*(n-1)(n-2)(»i-3)Cn-4)(3n»-n-$), 

l 

donde appare, e sarebbe facile dimostrarlo in generale, che S.,, si pud esprimere 
mediante un polinomio di grado 2r in n. 

Conchiuderemo osservando come l'equazione 

x' - S,_, ae"-' + S,,, oc"-» - 8,,, x""» + ■ . . ± S,_, = 

abbia per radici i numtri naturali 1,3,3 n, e quindi i suoi coefficienti 

S>,i ( Sp,, , ... , si sarebbero potuti calcolare per altra via, essendo già note le se- 
guenti funiioni simmetriche 

2n» = gn{n+l)(2n+l), 

^n» = ìn*(n+l)». 

2»»' = ^n(n + l)(2n + l)(3n» + 3n-n, 

2n»=in»(rn-l)t(2n» + 2n-l)i 

ma noi qui preferiamo far uso delle formole che somministra la teoria delle fun- 
zioni simmetriche per calcolare delle altre somme, in cui ì numeri 1, 2, 3, ... , n 
entrano combinati in modo piii complicato. Indicando rispettivamente con a^.a^y. 
a^-^ò , ... una combinazione qualunque binaria, ternaria, quaternaria, ecc. dei nu- 
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meri 1, 2, S, ■„ ,n, sì ha 

ia'f = S,,, S. , - 3S.,, 

S a'ff = S.,, S.,, - 4S.,, 

S a'P» = S^y - 2S„^, S,^, + 2S, i 

£ a'J = S.,,> S,,, - S.,, S.., - 2S,,,' + 4S,,. 

E «"J-T = S.,, S„,, - 3S.,, S,,, + SS,,, 
2 a'?Y = S.,,' S.,, - 2S.,, S.., - S.,, S,,, + SS.,, 
1 a'C = S,,, S.,,' - 2S.,,' S.,, - S.,, S.,, + 53. , S„,, - SS,,, 
S a'J = S.,,' S,,, - S.,,' S.,, + 33.,, S.,,' + 5S,,, S,,, + S.,, S,,, - 53,,, 
in queste Tortnole sostitucn^Io ad S, i , S,, , ... le loro espressioni (11) si trova 

Ti "'P'' = ilo ^'' ^ ""*" - 'X» - 2)(S0ii' + Zia' _ Un - 12) 



2"'? 



"360 

_1_ 
"120 



(» + l)n(n - l)(20n" + 2tn' - Su - C) 



^ 2 a'PtS = ^ (» + l)'»'(n - l)(n - 2)(n - S)(5,f - 8, 

Ti '''^'"' " Wn *" ■*■ ''""''" " '"" " ''''*''"' "*"'"" ^" 
y a'?t = {J5 ('■ + l)'n'(n - IJC" - 2)(15/i' + In - 16) 
2] «'f ' = -^ <» + 1)'"'(» - l)(2n" + n - 2) 
y»'? =-sl-(n + l)'»>(n-l)(6ii' + 5n-4) 



le quali espressioni, colle ultime tre delle (11), credo die sieno qui date per la 
prima Tolta. 

Torino, Gennaio 1880. 
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DI UNA I.NTROD0ZIONE ALLA TEORIA DELLE FUNZIONI ANALITICHE 
SECONDO I PRINCIPII DEL PROF. C. WEIERSTEASS 

COHPILATO 

dal Dott. S. PINCHERLE 
{Continuaziune e fine vedi pag. 25i) 



SEZIONE QUARTA 

LE FUNZIONI RAZIONALI E LG BERIE DI POTENZE. 



CAPITOLO 1>U1M0 
Le funzioni razionali e le somme di infinite funzioni razionali. 



§ I. Riassunto di alcune proposizioni fondamenlaU sulle funzioni razionali. 

t. Alla fine della Sezione precedente abbiamo esposto le ragioni per le quali 
non sembrava opportuno lo stabilire a priori, per quelle funiioni che devono co- 
stituire il materiale dell'Analisi, una dcfìnisione generate dalla quale scaturissero 
poi le proprietà fondamentali delle funzioni stesse; e invece si è convenuto di stu- 
diare per prime le funzioni più semplici ossia formate colle operazioni aritmeticbe 
elementari in numero Unito : e da queste prime Tunzioni innalzandosi gradatamente 
alle pili complesse, si giungerà al concetto generale di Funzione Analitica (*). 



(*J Le fanziooi che da noi si diranno analitiche sodo quelle definita da Canch; 
e Riem&nn dalla seguente proprietà: se w = u -|- >v & funzione di e = x + it/, si deve 
avere : 

Sx~ dy ' dy~ dx' 



dby Google 



X 318 )( 

S. Siano Xf,Xt,...Xa,n lettere cui si possono attribuire valori arbitrarli, 
reali o complessi, e su queste lettere e su numeri determinati si indicliìno, per 
mezzo dei rispettivi segni delle addizioni, sottrazioni, moltiplicazioni e divisioni in 
numero Anito. Tale complesso di operazioni verrà indicato con : 

R(x,,a3, , . . .ce,); 

e per ogni sistema di valori attribuiti alle lettere Xf,Xt,. ■ .x„, l'espressione B 
assumerà in generale, (cioè esclusi sistemi particolari di valori per le n lettere) 
un valore determinato calcolabile colie regole eleracntari dell'aritmetica. Il valore 
di R varierà col sistema di valori attribuiti alle x,,x,,.-. x,. e V espressione R 
rappresenterà una funzione razionale di quelle n variabili. 

Si dimostrano negli elementi della matematica moltissime proposizioni retatire 
alle funzioni razionali; e qui conviene ricbiamarne alcune, sia perchè occorreranno 
in seguito , sia per porre in evidenza la loro analogia con altre proposiiioni più 
generali sulle Funzioni che verranno enunciate più innanzi, ed ove non sia dichia- 
rato espressamente il contrario, si dovrà sempre intendere che le variabili possono 
assumere indistintamente valori reali o complessi e possono essere indifTerentemente 
reali o complessi i coefficienti o parametri con cui sono costruite le Tunzioni. 

3. I. Se con 

J{Xi .SBj , . . .£Ck) 

si indica un sistema di addizioni , sottrazioni o moltiplicazioni in numero finito 
da eseguirsi sulle variabili x, , x, , . . . x^, ì si dirà Tunzione razionale infera di 
queste variabili , ed ogni funzione razionale delle variabili stesse si potrà sempre 
ricondurre alla forma 

-, . I(X,,Xt,...X,) 

K(^.,a,.,...xJ = j-^^-— ^;. 

II. Se J(x) è una funzione razionale intera del grado n ài una variabile x, 
nulla per n + 1 valori di x distìnti o coincidenti , la funzione sarà nulla identica- 
mente, ossia saranno nulli tutti ì suoi coelllcienti. 



Questa definizione generale di fanzione può sembrare fondata sopra una proprietà 
di carattere arbitrario, e la cui generalità non ai paò diroostrare a priori, ed inoltre 
easa richiede che le funzioni n e v siano scelte fra quelle funzioni di due variabili 
reali che ammettono le derivate parziiili, mentre nello stato attuale della Scienza le 
funzioni di variabili reali atte alla derivazione non e osti Ini neon o una Classe che sì 
possa esattamente delimitare: per queste ragioni tale definizione di Funzione Anali- 
tica non verrà adottata in ciò cbe segue. 
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III. Se J(x), J, (ar) sono due funzioni razionali intere di grado non superiore 
ad n che assumono lo stesso valore per n + 1 valori della variabile, lo due fun- 
zioni saranno identiche, cioè coincideranno nei loro coeflicienti. 

IV. Se sono dati i valori che una funzione razionale intera del grado n deve 
assumere per n + 1 valori dati della variabile, la funzione è pienamente determinata 
e se ne possono determinare i coefficienti con un numero finito di operazioni ele- 
mentari. 

La determinazione dei coefficienti si può fare per mezzo dei determinanti, ri- 
solvendo un sistema di n + 1 equazioni lineari ad n + 1 incognite, o anche per mezzo 
della formola d'interpolazione di Lagrange: se con 

Og , a, , «1 , ■ ■ . a, 

si indicano i valori di x, in cui la funzione deve assumere respettivamente i ralori 



e si indica con 



il prodotto dei binomi! x-Uf, escluso il binomio a: - a^, la funzione l(x) è data 
dalla formola di Lagrange nella forma 

è facile veriflcare che questa funzione assume i valori dati ^j^ rispetto per x = a^, 
e che essa ò del grado n; essa non può dunque differire dalla funzione richiesta. 
\. Se una funzione razionale intera di n variabili 

rispettivamente dei gradi p, in a;, ,Pi in o^, ...p,^ in oc^ si annulla nei postj della 
Tartetì a 2n dimensioni (x, , ait , ... se,) dati dalla combinazione di uno dei valori 

<■,<'>,<.,!'>, »,('>,...»,<"■> 
per x, . con uno dei valori 



per se,, con uno dei valori 
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per a3j, ecc.. — e con uno dei falori 

per x„, la funzione J sarà identicamente nulla, e se due funzioni razirnali intere 
di 11 variabili 

J(x, , X, , . . . K,) , J, (x, , Xi , . . . a;,) 

di grado non superiore a fi, in x, , a |), in x,, . . . a p^ in x^, sono eguali nei 
Pi t Pi • - Pa P>is^' citnti, le due funzioni J e J, sono identiche, ossia coincidono nei 
loro coelTicienti. 

VI. Come si k già osservato, ogni funzione razionale si può porre sotto la 
forma 

R(x, ,x,,.. ■x.)= , , V 

J,(X, , X, .... X;,) 

dove J e J, sono due funzioni intere: e la funzione R lia un valore unico o deter- 
minato per ogni sistema di valori di x, , x, , . . . x, che non annulla il denomina- 
tore J,. l'er i po:jti che annullano il denominatore J,, la funzione prende la forma 

- jT secondo clic J 6 diverso da zero o zero negli stessi posti; nel primo caso 
la funzione è infinita: nel secondo caso la forma ^^ può dipender da un fattor co- 
mune ai due termini J e J, che si annulla nei posti considerati e si può sopprimere: 


posti d'inteterminazione per la funzione. 

4. Dal semplice teorema sullo sviluppo della potenza intera e positiva di un 
binomio si deduce facilmente la formola 

(I) I{a; + y) = J (x) + y J, (x) + y» J, (x) + . . . y» ■ I, (x) 

posto che J(x) sia una funzione razionale intera di grado n in x, e indicata conlf 
una funzione di grado n — t pure razionale intera in x. 

Segue da una definizione data nella sezione 111 che J, si potrà dire la derivata 
di J(x), e scrivendo 

J,(x) = J'(x) 
e indicando con 

J"(x) la derivata di ì'ix), con 
J"'{x) quella di J"{x) , .. . con 

JC'Cx) quella di J(-"{x), 
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Corso di Qeodeaia, di &. B. B., G&pitano del Genio. ~ ffnioae-Tipogr&QcO'SditriGe di 
Torino, 1Z7G. 

Bella, combin&zione degli errori nel metodo dei minimi quadrati, dello stesso Autore, — 
Fr&telli Bocca,, 1879, 



Col primo di questi titoli è da qualche tempo incominciata la pubblicazione delle 
lezioni di Geodesia del capitano Daddi, e benché non ne sieoo di pubblica ragione 
che pochi fascicoli, crediamo pre^o dell'opera farne conoscere al lettore il merito 
scientifico e didattico. 
L'opera compcenderà una introduzioQe, cinque parti e quattro appendici, cioè: 
1' Parte « Cosmografia > ; 
2* Id. « Triangolazione » ; 
3* Id. < Elissoide Terrestre » ; 
4* Id. < Livellazione » ; 
5* Id. < Rappresentazione graflca ». 
Appendice 1'. «Determinazione della latitudine, longitudine ed azimut »; 

Id. 2". « Forma della terra dedotta dalle osservazioni fatte col pendolo » ; 
Id. 3*. « Calcolo di compensazione » ; 
Id. 4'. e Celerimensura ». 
Sono pubblicate : L'introduzione, le due prime parti e la 3' appendice, col se- 
condo dei titoli suaccennati. 

Non tutti i libri meritano l'onore della lettura, pochi la fatica di una rivista bi- 
bliograBca, ma un libro come questo, destinato a servir di testo nelle wuole, ha 
sempre lettori numerosi, quindi può far molto bene o molto male, ed in ogni caso 
merita se ne parli. Secondo noi due difetti capitali si riscontrano nel mede- 
simo, cioè : un linguaggio poco proprio e proposizioni erronee od erroneamente 
dimostrate. 
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Inoltre ri ai trovano svilappate teorie superflue pel geodeta, nel mentre sono 
tralasciate, o poco svolte, o erroneamente esposte, altre di capitale importanza 
nella pratica. 

Esaminiamo adunque questo libro : 

Intorno at riparto ed al conteauto dell'opera, osserveremo che ci pare sarebbe 
stato più logico il premettere alla 2^ Parte (Triangolazione) lo studio dell'Elissoide 
Terrestre, essendoché dal medesimo decorrono i priocipii fondamentali che reg* 
gore debbono l'orditura ed il calcolo di una rete geodetica. Vedremo a suo tempo 
come l'ordine tenuto dall'Autore, lo abbia condotto talvolta a definizioni e propo- 
sizioni non del tutto corrette. 

L'Introduzione, secondo l'intenzione dell'Autore (pag. 4), avrebbe dovuto con- 
tenere un cenno storico della Geodesia fino ai tempi nostri, l'esposizione cioè delle 
principali fra le grandi operazioni geodetiche finora eseguite, l'analisi dei metodi 
seguiti e dei mezzi di misura adoperati nella loro esecuzione, e quindi Ìl grado 
di approssimazione via via in esse conseguito. 

Senonchè l'Autore, dominato forse troppo dal concetto che la Geodesia è figlia 
dell'Astronomia, ci ha dato piuttosto una breve storia di questa, contentandosi di 
accennare sommariamente, in alcune note a pie' di pagina, alle principali misure 
d'archi terrestri eseguite fino al IS36. 

La Parte Prima : « Cosmografia » , comprende due capitoli, ed è tratta quasi 
intieramente dalla Geodesia dello Schiavoni, e dico quasi, perchè nell'opera di 
quest'ultimo autore non si rinvengono alcune inesattezze che andremo man mano 
rilevando. 

Il primo di detti capitoli è dedicato alle grandi linee di riferimento della sfera 
celeste, alle coordinate sferiche, ed alla misura del tempo. 

Esso comincia con alcune definizioni che mancano forse di rigore matematico, e 
che non sono complete, come, ad esempio, quella che vi è data dell'orizzonte, cioè: 
< Quel gran cerchio sul quale insiste la volta celeste ». 

Qual è il centro, quale la posizione di questo cerchio rispetto all'osservatore? 
Definire i quattro punti cardinali prima di aver definita la sfera celeste , l'asse 
del mondo ed il meridiano, non é molto logico. 

Parlando della differenza che corre fra 1 segni e le costellazioni dello zodiaco, 
l'Autore dice che queste ultime sono « figure di nomini e di animali senza 
« connessione veruna colle stelle che esse comprendono », nel mentre sono ap- 
punto determinati gruppi di stelle che costituiscono le costellazioni. Forse l'Au- 
tore ha voluto dire, che la loro configurazione non rassomiglia alle figure usate 
dagli antichi per designarle, ma allora ^li dovea, parci, esprimersi più chia- 
ramente. 

A pag. 35, a proposito della precessione e della nutazione , si legge : « l'asse 
« della terra ha un moto di oscillazione in causa di una variazione dell'angolo che 
« tale asse fa con quello dell'eclittica », e con apposita nota a pie' di pagina, sog- 
giunge che questo fenomeno è dovuto al fatto che la terra non è né omogenea nò 
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composta di strati omogenei, nel mentre è noto che iu meccanica celeste si cal- 
colano la nutazione e la precessione luni-solare, ritenendo la terra come un so- 
lido di rivoluzione omogeneo. Non ò qui il luogo di indicare all'Autore quale 
sia la causa dei fenomeni di coi discorriamo e passeremo oltre. 

A pagina 37 egli chiama ^orno astronomico ciò che con ragione, rien sempre 
chiamato giorno solare oero. 

Più oltre l'Autore osserva che il giorno astronomico è più lungo del giorno si- 
derale, perchè il sole, iti virtù del sno moto annuo apparente, si sposta da oriente 
in occidente. Non è forse l'opposto che succede ? Prima di definire poi il tempo 
medio, egli dà la lunghezza di ciò che dovrebbe chiamare giorno solare medio. 

A pag. 40 si legge che il primo sole medio, quello cioè che si suppone muoversi 
uniformemente sull'eclittica, determina sull'equatore gli equinozi ed i solstizi medi, 
nel mentre per equinozio medio s'intende la posizione che questo occuperebbe in 
cielo, nell'istante che si considera, astrazione facendo dalla precessione e dalla nu- 
tazione. 

Possibile che l'A. nei suoi studi astronomici non abbia mai usato un catalogo 
nel quale sono date le posizioni medie delle stelle, le loro posizioni, cioè, rife- 
rite all'equinozio medio? 

Trattando del terzo sistema di coordinate sferiche (pag. 48), l'ascensione retta 
cioè e la declinazione, l'Autore dice esser necessario conoscere l'ora siderale; 
ma non la definisce, e senza averla definita dà, più oltre, esempi di conversione 
di tempi, compresa la conversione del tempo medio in siderale o viceversa. 

Questo Capitolo lascia quindi a desiderare per la precisione del linguaggio e per 
le inesattezze che vi si riscontrano. 

Il Capitolo II tratta della figura della terra, del suo moto di rotazione e di rivo- 
luzione, della sua antica fluidità e delle coordinate terrestri. 

Lo Schiavonì è anche qui il testo seguito dall'Autore, salvo per una dimostra- 
zione incompleta ed inesatta che è tratta dal Francceur, 

Anche qui sono molte le proposizioni errate e le improprietà di linguaggio. 
Non mi pare, per es., molto propria l'espressione che si legge a pag. 61: < Laonde, 
« ammettendo che la terra giri attorno ad un suo asse, la graoità del pendolo 
« cresce dall'equatore verso il polo ». I pendoli hanno forse una gravità speciale? 

A pag. 68, trattando della figura di equilibrio di una massa fluida animata da 
un moto di rotazione uniforme attorno ad un asse, e le cui molecole si attraggano 
reciprocamente secondo la nota legge di gravitazione uoiveraale, egli comincia col 
restrìngere la generalità del problema supponendo che le risultanti di queste azioni 
reciproche su ciascun punto delia massa considerata passino tutte per uno stesso 
punto. E poi, scritta una equazione differenziale, senza par dire che cosa essa 
rappresenti, egli fa il seguente ragionamento: « Siccome tutte le molecole poste 

< sopra una circonferenza, il cui piano sia normale all'asse di rotazione, subiscono 

< la stessa attrazione e la stessa forza centrifuga, la superficie sarà evidentemente 
« di rivoluzione ». Ma in forza di che divinazione l'Autore ha egli visto a priori 
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che le molecole poste sopra una circonferenza, ecc., debbono trovarsi sopra una 
superficie di livello ? 
Forse l'Autore non avendo bene afferratp il signiflcato dell'equazione 

crede clie essa snasista per qualunque sistema di punti della massa fluida che si 
considera, mentre egli ha pur scrìtto che essa non si verifica che per un sistema 
pel quale dp ^= 0, ossia per una snperficie di livello. 

Del resto è cosa nota che lacobi ha dimostrato iu generale, che la figura di equi- 
librio cercata può essere anche un elissoide a tre assi, ì cui parametri dipendono 
dalla velocità angolare di rotazione, dalla densità del fluido e dall'intensità della 
. forza, colla quale l'unità di massa attrae l'iinità di massa alla distanza uno. 

Non saprei perchè l'Autore (pag. 80) ritenga che per far osservazioni circum- 
meridiane sia necessario uno strumento ripetitore. 

Né è usare un linguaggio scientifico lo scrivere : < Quando la terra non è sfe- 
< rica, la longitudine non può essere espressa in lungheria d'arco equatoriale », 
come se le longitudini si esprìmessero con lunghezze. 

Non è poi chiaro né esatto il dire che « l'angolo diedro compreso fra due me- 
« ridiani ai avrà espresso in gradi dalla relazione fra il tempo e la circonferenza >. 



Passiamo ora all'esame della seconda parte : « Triangolazione >. 

Essa consta di quattro capitoli. 

Il primo tratta delle triangolazioni dei vari ordini, delle rìcognizioni geodetiche 
e della costruzione dei seguali. 

Esso comincia con una definizione fondamentalmente erronea di ciò che debbasi 
intendere per una trìan gelazione, polche i lati dei triangoli geodetici non rìu- 
nìscono già i punti del terreno scelti come stazioni, ma sono gli archi di linee geo- 
detiche tracciate sulla superficie media dei mari (supposta estesa sotto ! continenti), 
fra le proiezioni di detti ponti su questa superficie di riferìmento. 

Non avendo l'Autore, nella Parte 1' « Cosmografia », fatto cenno alcuno del 
fenomeno delle maree, né avendo egli potuto quindi definire la superficie media 
dei man, è naturale che, venendo a parlare della trìangolazione, gli manchi la 
superficie di riferimento sulla quale essa giace. 

Oltre a ciò l'Autore, per l'assenza del concetto fondamentale, non può dar del 
triangolo geodetico la definizione esatta, e ne vedremo fra poco una conseguenza. 

Non comprendo (pag. 86) che cosa significhi l'espressione ; « Sarà sempre con- 
« reniente che il numero dei triangoli geodeteci sia maggiore di quello strettamente 
* necessario all'esigenza geometrica dell'elemento che si cerca, per considerazioni 
« relative alla pratica delle operazioni di controllo ». Forse sarebbe stato meglio 
dire che una rete geodetica si costituisce per modo che essa possa fornire per pii 
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vie il valore dei suoi elementi inct^iti, onde arer la possibilità di controllare l'e- 
sattezza del lavoro esegnito. 

Una conseguenza del non aver trattato dello studio dell'elissoide terrestre prima 
di parlare della triangolazione, si appalesa nella seguente erronea proposizione: 

< Ogni triangolazione poi considerata isolatamente, cioè indipendentemente dalla 
« sua posizione geografica, è determinata completamente quando si conoscano ì lati 

< e gli angoli di ciascun triangolo ». 

Cosa che non è vera, che per una triangolazione topografica, in cui i triangoli si 
possono considerare come rettilinei, e non per una triangolazione geodetica, in cui 
per poco che i triangoli sieno grandi, convien tener conto della loro natura elissoi- 
dica, e risolverli come appartenenti ad una sfera che abbia, per ra^io, il raggio 
di curvatura medio della zona occupata dal triangolo stesso. E si sa che questo 
raggio varia colla latitudine media di questa zona. 

Passando sopra ad altre mende meno importanti, domanderei all'Autore perchò 
fissi senz'altro a 40 kitometri il limite superiore della lunghezza dei lati di un 
triaugolo di primo ordine. 

Questo limite, astrazione facendo dall'incerto e poco studiato fenomeno della re- 
frazione laterale, è tutto relativo alla lunghezza ed approssimazione colla quale è 
stata misurata la base ; al numero ed alla conformazione dei triangoli che raccor- 
' dano il lato di primo ordine alla base stessa; all'esattezza concessa nella misura 
degli angoli dai gonimetri a disposizione, e finalmente dal grado di approssimazione 
che si vuole ottenere nel calcolo degli elementi della rete. Con acconci mezzi, i 
lati di primo ordine si sono già spinti a 279 kilometri (Riattacco della Spagna col- 
l'Algeria), e si sono ottenuti triangoli il cui errore di osservazione rallungo in 
media appena I". Confesso poi di non intendere lo scopo della distinzione che egli fa 
fra l'errore assoluto di un angolo ed il suo errore relativo, che egli definisce colle 
parole : < l'errore relativo di un angolo è l'influenza d'un dato errore assoluto sulla 
« misura di un angolo ». Fortunatamente egli non si vale afiFatto dì questo concetto 
nel seguito del libro. 

È poi falso il teorema che egli ritiene di aver dimostrato a pag. 90, intomo alla 
proprietà attribuita al triangolo equilatero di render minimi gii errori che nascono 
sui lati, per causa di dati errori angolari eguali, oppure eguali e di segno opposto, 
commessi nella misura dei suoi angoli. 

Infatti in quella dimostrazione egli ragiona (come del resto hanno fatto altri 
autori; non però lo Schiavoni) come se i tre angoli di un triangolo fossero quan- 
tità fra di loro indipendenti, mentre fra i medesimi esiste una nota relazione, 
che differenziata dà il legame che vincola i loro difi'erenziali. 

Trattando, più oltre, del modo di progettare una triangolazioDe, l'A. dice che 
per prima cosa < l'operatore si farà accompagnare da una o più guide pratiche 

< del paese, e sceglierà una località adatta polla misura di una base ». Ora per 
pòco si abbia pratica di lavori geodetici, si sa come la situazione di una base, 
rispetto ai punti di una rete e viceversa, ò quistione assai complessa e che si col- 
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lega ad altre molteplici, per cai si può dire che non è &e dod dopo una ricogni- 
zione generale di tutto il terreno da triangolare, che si può definire dove e come 
convenga situare e sviluppare la base. 

A pag. 100 si legge che i punti dì 3° ordine si determinaDo comunemente col 
metodo di Potenot, cosa che per molte buone ragioni non si pratica che ecce- 
zionalmente e solo per ripiego, quando non si abbia tempo di far meglio. 

Trattando delle dimensioni da darsi ai segnali geodetici l'Autore non tien conto 
del minimo ingrandimento del cannocchiale del teodolite, col quale dovrà potersi 
puntare quel segnale. Eppure questo è uno dei fattori più importanti per deter- 
minare questo limite. 

Nelle istruzioni in vigore presso l'Istituto Topografico, l'uso del treppiede, come 
corpo di sostegno del teodolite, è affatto escluso dalle stazioui di second'ordine, 
e l'Autore a pag. 108 consiglia il treppiede. 

Le pagine dedicate alla descrizione dell'elioscopio di Gauss avrebbero forse 
potuto esser dedicate più utilmente a cose più pratiche in Geodesia, poiché tale 
elioscopio non si usa quasi mai, sia pella sua delicatezza, sia perchè è di un ma- 
neggio troppo complicato. 

Sono per contro interessanti le nozioni, tratte dagli scritti di Perrier e di Vil- 
larceau, intorno ai vantaggi offerti dai segnali a fuoco, e sul modo di produrli 
ed adoperarli. 

A pag. 135 egli dice che, ultimata la ric<^izione e fatte le monografie dei 
punti riconosciuti, l'operatore deve dividerli per fogli della carta da rilevare, 
mentre ciò che urge è il formare il così detto- « Elenco dei triangoli » ossia la 
figliazione dei punti, in base alla quale si prepara l'elenco dei punti da puntare 
da ciascuna stazione, ed il numero dei puntamenti azimutali e zenitali da farai 
su ciascuno di essi, dipendentemente dall'ordine che gli è assegnato nella fi- 
gliazione. 

Concludendo l'esame di questo capitolo, dovremo dire che in esso appare come 
all'A. manchi una sufficiente pratica nei lavori geodetici, e che il rigore nonchò 
la precisione nella esposizione delle proposizioni in esso contenute, lascino a 
desiderare. 

Il capitolo 11° tratta della misura delle basi, degli apparati usati in questa ope- 
razione, e dei calcoli necessari per ottenerne la lunghezza ridotta al livello medio 
dei mari ed espressa coll'onità campione. 

L'Autore comincia col ricercare l'influenza che un errore sulla base esercita 
sulla lunghezza di un lato di un triangolo, e si ferma alle note relazioni che ne 
emergono, senza trarne conseguenza alcuna. 

Indi riferisce alcune considerazioni, attinte al calcolo degli errori, sull'esattezza 
relativa colla quflle si possono misurare basi di lunghezza diversa, a seconda del 
numero di volte che le si misurano ; ma egli conclude che tali considerazioni 
conducono ad erronee conseguenze, soggiungendo che < attualmente si misurano 
« basi più corte (di che?), certi così di ottenere una mag^or precisione ». 
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Dal momsDto che le premesse poste non gli servono per concludere alcanchè 
sulla lunghezza che conviene dar ad una base, tanto vatea sabito dire < lo Schìa- 
voni ritiene che 3 o 4 kilometri baatino ». Anche qui l'Autore non ha tenuto 
conto degli elementi essenziali della qaìstioae, ed avendola posta male, o meglio 
non avendola posta affatto, egli non la potea sci<^liere in modo razionale. La 
lunghezza, che conviene dare ad una base, dipende in primo luogo dal terreno, 
poi dalla precisione degli strumenti longimetri di cui si dispone, dalla lunghezza 
e dall'esattezza che si vuol garantire sui lati dei triangoli più discosti dalla 
base stessa. È facilissimo porre il problema iu equazione, e risolverlo razional- 
mente. È questo che importava &re, e che l'Autore non ha fatto. 

A pag. 156, tratta della riduzione della lunghezza misurata, al livello medio 
del mare (che non ha per anco definito) e dice che tale lunghezza è eguale a 
quella d'un arco di cerchio di un determinato raggio, moltiplicato per un certo 



Era per lo meno necessario che ^li dimostrasse che la lunghezza della base ri- 
dotta all'orizzonte è eguale a quel tale arco di cerchio, nei limiti degli errori di 
osservazione, altrimenti dove se ne andrebbe tutta la precisione e la cura posta nel 
misurarla! 

Su qiiesto capitolo non aggiungeremo altro, ritenendo si possa intorno al conte- 
nuto del medesimo ripetere quanto abbiamo detto per i precedenti. 

Il capitolo III" tratta della misura degli angoli, delle parti essenziali del teodo- 
lite, dei vari metodi di osservazione e della riduzione in centro degli angoli. 

Lunghe e minuziose sono le descrizioni delle varie parti accessorie di uno stru- 
mento, e questa non è stata lieve fatica pelI'Autore, tanto più che egli le ha 
corredate di belli e nitidi disegni da lui stesso eseguiti, togliendoli da reputati 
libri di Geodesia e da trattati Speciali sugli strumenti geodetici. 

Ma egualmente felice non è l'espo^zione dei principi sui quali poggiano la co- 
struzione e l'uso degli strumenti stessi, ed esporremo brevemente le principali 
mende che abbiamo riscontrate in questa essenziale parte della trattazione. 

Ed in vero, a pag. 186, trattando del cannocchiale, egli dice che l'asse ottico del- 
l'oculare deve esser parallelo a quello dell'obbiettivo, nel mentre in una nota a pie 
di pag. 199, citando il Casorati {Sistemi ottici centrati e non centrati), autore che 
gli avrebbe servito di guida, si legge che < l'oculare potrebbesi usare anche a mano 

< libera, staccato dal cannocchiale, essendoché la precisione dei puntamenti non 
« dipende affatto dall'oculare, 11 quale funge semplicemente da microscopio ri- 

< spetto all'immagine prodotta dall'obbiettivo ». Il che è verissimo, ma appunto 
percib, in contraddizione con quanto scrive l'Autore. 

A pag. 187, descrìvendo il modo di agire del cannocchiale, dimentica di dire che 
l'oculare si situa per modo che il suo foco principale coincida con quello dell'obbiet- 
tivo, cosa che à essenziale. 

Nella pagina seguente, tenendo solo conto dell'azione dell'obbiettivo, dice che il 
primo dei grandi vantaggi del cannocchiale sta nella aumentata chiarezza delle 
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iinmagini degli ometti, senza tener conto dell'ìnflaenza dell'ingrandimento e del 
fatto che solo una parte dei raggi che colpiscono l'obbiettivo giungono all'occhio. 

B quello che è più strano si è che egli ciò asserisca in contraddizione a quanto 
poi, sulle traccie di molti autori, egli stesso dimostra al lettore a pag. 198 e 199, ove 
si legge : « nei migliori cannocchiali acromatici la chiarezza è eguale a 0,85, e 
< perciò vediamo che la chiarezza massima si ha ad occhio nudo >. 

A pag. 189, parlando della lìnea di collimazione ne dà una definizione erronea 
ed in opposizione a quella, esatta, che egli pur riporta in una nota, citando l'aureo 
libro del Casorati. 

Soggiunge poi, che si verìfica se la linea di collimazione coincida coU'aise ottico, 
muovendo l'occhio applicato all'oculare, ed osservando se il punto individuato dal 
crocicchio dei fili del micrometro coincide sempre collo stesso punto dell'ometto 
mirata. Ma questo moto relativo non ha che vedere colla situazione relativa delle 
due linee in esame, e dipende, come si sa, dal non essere coincidenti il piano del 
micrometro, e i due piani focali principali dell'obbiettivo e dell'oculare. 

È questo ciò che si chiama la paralasse dei fili, ed è fenomeno affatto indipendente 
dalla posiziona della linea di collimazione rispetto all'asse ottico dell'obbiettivo. 

A. proposito dell'ingrandimento dei cannocchiali a pag. 192 si l^ge : < Noi ve- 
ti diamo pertanto che con un medesimo obbiettivo possiamo avere vari ingrandi- 
« menti, e che minore è la lunghezza focale di quest'ultimo, maggiore è ringraodì- 
« mento ». 

Non è forse precisamente l'opposto che è vero? 

A pag. 301 chiama col nome di acromatici gli oculari di Uuygens e di Ramsden, 
mentre la loro carattferistica è di essere composti oltre ad essere acromatici, per cui 
composti i medesimi vengono sempre chiamati per distinguerli dagli ocnlarì acro- 
matici semplici. 

Da questa trattazione, assai difettosa, come si vede, intorno al cannocchiale, 
l'autore repentinamente salta ad un argomento aEFatto diverso e che per dippiù 
non ha alcuna importanza pratica, anche quando si tratti dei maggiori strumenti 
di cui si fa uso in Geodesia, per osservazioni Geodetlco'-Astronomiche. Accenno alla 
ricerca sulla flessione del cannocchiale, la quale per lo meno presuppone che chi 
legge sappia servirsi di un teodolite, mentre fin qui nulla in proposto è stato esposto. 

Segue la teoria del nonio o verniero, a proposito della quale l'Autore espone la 
teorìa del microscopio semplice, cosa che egli potea fare trattando del modo di agire 
degli oculari semplici e composti del cannocchiale, tanto piii che dopo aver parlato 
del verniero, egli descrive il microscopio micrometrico, che è un microscopio 
composto, e del quale manca la teoria. 

Viene in seguito la teorìa del livello a bolla d'arìa, la quale è incompleta e 
non sempre esatta. 

Per esempio, rìportando dallo Schiavoni la riceroa sull'ineguaglianza dei perni 
di un asse orìzzontale, prescindendo dal fatto che questa ricerca è oziosa trat- 
tandosi di strumenti geodetici, egli dimentica ciò che vi ha in essa di essenziale. 
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l'ioTersione cioè dell'asse sui suoi cuscinetti, per cui l'esposizione ne riesce con- 
fusa ed incomprensibile. 

Seguono questa delicata ricerca, alcuni teoremi sulle funzioni periodiche circo- 
lari, riportate testualmente dallo Chaurenet « Sferical Astronomy », e mediante 
i quali, sulle traccie di questo esimio Autore, egli tratta in molte pagine dello 
studio della graduazione dei cerchi. 

Un tale studio, razionalissimo quando si tratta dei grandi strumenti astronomici, 
è affatto fuor di luogo quando si tratta di strumenti geodetici, i cui cerchi ai 
possono studiare con tutta l'accuratezza necessaria, con metodi molto pili semplici, 
essendoché in questi strumenti, gli errori di graduazione sono sempre piccoli, 
rispetto agli errori complessivi di collimazione e di lettura. 

Di più la trattazione esposta dall'Autore non è lucida come nello Cbauvenet, 
ma tradotta in modo poco intelligibile. 

Sono poi esaminati e fra loro confrontati i Tarì metodi di osservare col teodo- 
' lite. Ne sono descritti quattro, mentre i due ultimi non ne costituiscono che uno 
solo, il metodo delle reiterazioni cioè, che è anche chiamato « delle osservazioni 
a strati ». 

Il secondo metodo accennato dall'Autore non è un metodo nel vero senso della 
parola, poiché quel modo di osservare (per direzioni coniugate) collo strumento in 
due posizioni invertite, è applicabile tanto col metodo delle ripetizioni quanto con 
quello delle reiterazioni. 

È ozioso poi applicare il metodo dei minimi quadrati al confronto di questi due 
ultimi metodi, dal momento che l'Autore stesso dichiara che la conclusione cui 
si arriva per tale vìa è faba. 

Chiudono il capitolo 111° alcune norme, tolte da istruzioni, oramai abrogate, 
che erano in uso presso l'Istituto topografico militare, sull'esecuzione delle sta- 
zioni, e finalmente l'Autore dà la formula per ridurre un angolo in centro, spen- 
dendo sei o sette pagine ad analizzare tale formola! 

Il contenuto quindi di questo capitolo lascia a desiderare sotto vari rapporti ; 
ma passiamo al quarto capitolo, che è l'ultimo reso di pubblica ragione. 

Tale capitolò è dedicato agli strumenti per la misura degli angoli ed al loro 
maneggio. 

L'Autore, dopo aver rettamente classiScati-gli strumenti gonimetri, ricerca le 
formolo per ridurre un angolo all'orizzonte e vi dedica 11 pagine! 

Tratta poi del sestante, riportando dall'egregia opera del Magnaghi sugli atru- 
menti a riflessione, e dal Chauvenet, la teoria di questo strumento, impiegandovi 
33 pagine del suo libro, cosa che è per lo meno fuori di luogo, essendoché i pic- 
coli sestanti che si adoperano in geodesia per uso speditivo, nelle ricognizioni, 
rendono affatto inutile tutta o quasi tutta la teoria esposta. 

Segue una lunga descrizione del circolo e del teodolite ripetitore, tratta dallo 
Schiavoni. 

Nell'esporre il modo di correggere il teodolite, l'Autore non si crede obbligato a 
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dare alcana dùnostraziooa dei melodi indicati, e cade in alconi groasolaoi errori. 
Per esempio, per correggere l'asse ottico (dorrebbe parlare della linea di esu- 
mazione) ^li dice che se, dopo il capovolgimento del cannocchiale ed ona rìvo- 
luzìone di 180°, non ai ritorna snll'oggetto puntato, l'errore di collimatone sari 
espresso dall'arco celeste compreso fra l'c^getto ed il crocicchio dei fili, e che 
lo N corrige spostando di tale quantità il telarino del micrometro. 
Cosa che non è esatta. < Però, egli soggiange, in pratica ai correre metà I'OT' 

< rore colle viti del telarino e metà colla vite di richiamo del cerchio azimatale >, 
e questo é giusto. Perché dire una cosa inesatta per poi contraddirla, come ae la 
pratica potesse contraddire la geometria? 

Non à affatto esatto quanto egli scrìve più oltre intomo al modo di osare la 
livella di spia, e sol modo di correggerla; né è vero che convenga, nelle osser- 
vazioni geodetiche, tener conto degli spostamenti della bolla di quella livella, nella 
misura delle distanze zenitali, anzicchè ridurla volta per volta in centro. 

Se la pratica dei lavori geodetici non ha insegnato ciò all'Autore, veda in pro- 
posito le norme prescrìtte presso l'Jatituto Topografico. 

Le inesattezze segnalate intomo al modo di eseguire le correzioni del teodo- 
lite ripetitore sono ripetute poco oltre, allorché egli tratta del teodolite reitera- 
tore, coll'aggravaote che, ritornando sull'uso della livella di spia, nella mìsara 
delle distanze zenitali, aggiunge che bisogna rettificarla per mode che « il piano 
•L degli assi ottici dei due microscopi del cerchio verticale passi per l'asse di 

< questo e riesca orizzontale >. 

Ora ciò è assolntamente inutile, e basta che i detti microscopi ùeno prossima- 
mente a ISO** l'uno dall'altro, qualunque sia la loro posizione, perchè dalla dif- 
ferenza delle letture ottenute nelle due posizioni dello strumento si abbia il doppio 
della distanza zenitale cercata, porche si riconduca la bolla della livella, di cai 
à tratta, in mezzo, prima di eseguire ì puntamenti. 

Finalmente l'Autore trae in parte dal Jordan « Vermessungskunde > l'analisi 
dell'influenza delle anomalie strumentali, sulla misura degli angoli azimutali e ze- 
nitali, e dico in parte, perchè il Jordan non ha detto tutte le cose che sì leggono 
nel libro che esaminiamo, e ne ha dette delle altre essenzialissime, che l'Autore 
ha trascurate. 

Ma è ormai tempo di far punto e di riassumere le cose dette. 

Abbiamo esaminati i difetti che s'incontrano qua e colà io questo trattato di 
Geodesia; ma h giusto soggiungere che l'Autore ha il merito di aver dia^nate 
delle bellissime tavole dimostrative, e quello di aver arricchito il suo libro di molte 
citazioni , da una delle quali si apprende (nota a pag. 310) come lo Chanvenet 
sia stato € lo suo maestro e lo suo autore negli studi astronomici ». Cosa questa 
alla quale pare egli tenga molto, perchè in altra nota (vedi il suo Calcolo di 
conyieruagione, a pag. 42) sì legge « che è con gì celebre autore che egli ha 
« eseguiti i suoi studi astronomici '. 

Non si può negare che molte cose che troverebbero il loro posto in un trattato 
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di Astronomia sferica, si trorino nell'opera del Daddi ; ma è anche vero che for- 
tunatamente lo Chauvenet non è responsabile di tutto cib che il suo discepolo ha 
scritto, e tanto meno lo sono il Jordan, lo Schiavoni, il Casorati, U Magnaghi e gli 
altri autori dei quali egli si è liberamente servito. 

Forse una maggiore conoscenza pratica dei lavori geodetici, un più serio pos- 
sesso dell'analisi, una intrinsichezza maggiore coll'ottica, una maggiore cura net- 
l'esprimere le sue idee, avrebbero giovato all'Autore e gli coverebbero certamente 
nel completamento dell'opera da lui cominciata. 

Esamineremo ora brevemente i pregi della 3^ appendice, che egli ha intitolata 
« Della combinazione delle osservazioni nel metodo dei minimi quadrati ». 

Coll'accennato titolo, adunque, l'Autore offre agli studiosi una sua esposizione 
del calcolo degli errori, che egli ritieDe più atta, sotto il punto dì vista didat- 
tico, a servir di testo nelle scuole, che non il bel lavoro pubblicato nel 1876 
sullo stesso argomento dal Colonnello Ferrerò, direttore in secondo dell'Istituto 
Topografico Militare. 

L'Autore dichiara sinceramente nella prefazione del suo libro dì averlo scritto 
per risparmiare ai suoi allievi la fotica dell'ammanuense, e di non aver « la pre- 
< tesa di dar nuove dimostrazioni, che anzi, formato con lunga ed amorosa cura 
« sulle opere dei maestri (Quellen Scriffen), ne riporta fedelmente le teorie » . 

A quali fonti egli abbia ricorso, ce lo dice a pag. v, ove ai legge un elenco 
di 18 autori di tutte le nazionalità, che hanno trattata questa materia. 

n merito quindi di questo lavoro consbterebbe in una esposizione chiara, logica 
e precìsa del metodo dei minimi quadrati ; in una opportuna scelta e commisu- 
razione degli argomenti trattati, e in un numero sufScieotemente svariato di ap- 
plicazioni di questa teoria alla geometria pratica ed alla geodesìa. 

Leggendo questo libro, vi s'incontrano delle belle pagine tratte essenzialmente 
dal Jordan, dal Chauveuet, dal Liagre, dal Ferrerò, dalle lezioni di geodesia del 
Dinì e dalla traduzione francese che il Bertrand ha fatto di alcune memorie del 
Gauss su questa teorìa. 

Senonchè, ci pare, che non sempre l'esposizione sia chiara ; che non è costante- 
mente palese il nesso logico che dovrebbe legare le varie parti della trattazione, 
e che manchi un poco il giusto equilìbrio fra l'estensione data ai vanì ai^omenti 
che la costituiscono. 

Mancano poi le desiderate applicazioni a problemi concreti di Geometrìa pra- 
tica e di Geodesia, e non sono dimostrate le proposizioni che servono per rìntrac- 
ciare il numero delle equazioni di condizione, cui detti problemi danno luogo. 

La teorìa e^osta è poi soltanto applicabile direttamente ad operazioni geodetiche 
o di geometrìa pratica, eseguite cogli antichi strumenti rìpetiterì, mancando in- 
tieramente quanto interessa la compensazione delle stazioni fatte con strumenti 
reiteratorì, teoria questa esposta nitidamente e con interessanti applicaziot^i dal- 
l' Andne, dal Baeyer e dal Ferrerò. 

Inoltre l'A. , benché nella sua prefazione non ci prometta delle cose nuove. 
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pure qua e colà egli ne offre al lettore; ma pur troppo queste novità non sono 
sempre accettabili. 

Ad illustrare le poche osservazioni generiche che precedono, daremo un rapido 
sguardo ad alcune fra le più salienti cose scritte dall'A. 

Per esempio, a pag. 11, dopo aver dimostrato che la media aritmetica dì più 
osservazioni gode delle due proprietà di rendere nulla la somma dei residui, e 
mìnima la somma dei loro quadrati, egli soggiunge: «Di questi due prÌDCipii il 
« secondo ci apparisce più generale e pia esatto, e sembra perciò più adatto, ecc. > . 
Come se una verità matematica potesse essere più o meno esatta. 

Aggiunge poi che « Prima di accettare tuttavia ^uel principio, come fonda- 
« mento del metodo, dovremo discuterlo per ved^e se esso risponda alle condi- 
« zioni del calcolo delle probabilità >. 

Qui pare che l'A. voglia ricercare nella teoria delle probabilità e nell'eqnazioDe 
della curva degli errori una conferma del principio dei minimi quadrati, nel 
mentre questa equazione è già per so stessa una conseguenza di questo stesso 
principio, come egli pub convincersene leggendo una memoria pubblicata su questo 
argomento nel presente giornale, voi. XVIII, e come chiaramente è detto nel libro 
del Ferrerò. 

La dimostrazione che l'A. dà del semplicissimo principio delle probabilità com- 
poste (pag. 12) è piuttosto confusa, non è punto generale, e siccome questo teo- 
rema è fondamentale per arrivare all'equazione della curva di Gauss, s'intende 
di leggieri come questa trattazione per ciò solo lasci alcunché a desiderare. 

Sono poi poco chiare e asserite gratuitamente le verità che conducono a sta- 
bilire che se q) (A) rappresenta la probabilità di uno scostamento A, j tp (A) d ù 
rappresenterà la probabilità che A sia compresa fira i limiti a e 6. 

A pag. 16 poi si legge una interpretazione per lo meno nuova dell'equazione 
CV(A)dA= 1. 

L'Autore esprime in linguaggio ordinario il sgniflcato di questa relazione, di- 
cendo : < Quando ti numero degli errori è Jinito, la somma degli errori i 
eguale all'unità ». 

Sarebbe forse stato bene, per norma del lettore, che questo nuovo teorema 
fosse stato accennato nella prefazione del libro ! 

r A pag. 39 l'Autore dice di aver dimostrato al g 3 il principio dei minimi qua- 
drati, mentre in tale paragrafo, a pag. 7, si legge: < La media aritmetica non 
« può esser dimostrata analiticamente e couvien ritenerla come un postulato >■ 
Ma il principio della media aritmetica e quello dei mìnimi quadrati non formano 
essi una cosa sola? — L'Autore pare di un parere diverso, eppure ciò ed anche 
l'equivalenza analitica di questo principio colla legge degli errori dì Gauss 
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seno cose chiaramente dimostrate nel bel lavoro del colonnello Ferrerò, che egli 
pur cita come una delle fonti alle quali egli si sarebbe < formato con lunga ed 
amorosa cura 9. 

Questo libro consta di 140 pagine, eppure l'autore ne dedica circa 24, ossia 
poco meno che la quinta parte, allo studio della funzione di Gauss ed a srilup- 
parla in serie, per poter arrivare a dar la nozione della precisione e dell'errore 
probabile. Tre o quattro pagane al più sarebbero state più che sufficienti per rag- 
giungere questo intento, e l'Autore avrebbe potuto valersi delle altre 20 per 
esporre la compensazione di un ^ro d'orizzonte fetto con uno strumento reitera- 
tore, e per t&re qualche applicazione delle teorie esposte come già si è detto. 

Senza entrare in una più minuta disamina di questa pubblicazione, parci che 
quanto se ne è già detto basti per far comprendere come forse le buone inten- 
zioni che hanno certamente mosso l'Autore a farla, non sono state sufficienti per 
dare alla medesima tutti quei pregi, che sono necessari perchè la si possa con- 
sigliare come testo da seguirsi nello studio del calcolo degli errori. 

L'espoùzione vi è poco chiara, la materia trascelta poco in armonia collo scopo 
del libro, e poi vi s'incontrano proposizioni e dimostrazioni che mal si potrebbero 
dire vere e rigorose. 

In conclusione, forse una nuova edizione, riveduta e corretta, del Trattato di 
Geodesia del Daddi, sarebbe un'opera buona, a patto però che egli si famiglia- 
rizzi un poco di più celi uno o due soli dei varii autori che egli si compiace di 
citare forse troppo frequentemente ('). 

Torino, 1° ottobre 1880. 

Luigi Giletta 

Capiuno di SUto Mkgglare e Prareuora di éradeÙB. 



(*) n presente articolo bibliografico era già in macchÌDa allorché mi perrenne un'altìma pabbli- 
mioDo del capitano Daddi' intitolata: Tacheometri e Cìept, Loescher, 1880, Qneato lavoro è corre- 
dato da due belle tavole e consiste in Dna minutit descrizione del tacheometro ed in ona eapoàzione 
dei metodi da segairsi nel rettificarlo. In qnest'nltima parto si riacontrano alcune inesattezze e non 
potrei in ccacienza consigliare f^li ingegneri di seguire ciecamente i metodi di correzione che vi 
sono esposti. 
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)( 3« )( 
si ha dalla (t), con una deduzione semplicissima, 



-I«(x). 



Analogamente, se J(x, , o^ , . . . scj è una funsione razionale intera delle n 
variabili x, , x, , . . . x, sì può scrivere 

(3) J(x, +y, ,Xj + iJt .a:, + y,) = J(x, ,Xt, . . .Xa) 

+ !/iJn(!Ci ,a:, , . . ■a;„> + yj„(x, , x* , . . . x,) •- •■■yJnti^i .a3i, . . ■xO + 



doTe il secondo membro consta di polinomi omogenei di gradi 0,1,2... in 
Vi < Vi I - • • l/n ' i cui coeUlcienti sono polinomi in x che si potranno dire (per una 
deGnÌEÌone data nella sezione III e all'iufuori di coelllcienti numerici} le derimle 
parziali del polinomio ]. 

S. Sìa ì(x) una funzione razionale intera di gr.tdo n senza termine noto : 

J (x) = a,x + a,x* + . . . + ((«af ; 

se g indica un numero positivo maggiore del massimo valore assoluto o modulo 
delle a, , a, , . . . , a., si avrà, (posto al solito |'i| = mod. a) 



ora preso un numero positivo arbitrariamente piccolo t, sì potrà sempre determi- 
nare un valore di |xl = S tale che per ]x| < S sia 



e con ciò ai dimostra la eonlinuilà della funzione J(x) nell'intorno di x = 0. 

Sia ora una funzione razionale intera di una variabile J(x), ed x, un valore 
qualunque di x. Si può porre 

aj = XoH-j/, 
e per il □. precedente 

J(x) - J(Xo) = y J'(a;.) + ^ l"(x,) + ... 

ossia riguardando y come variabile, si torna al caso precedente e si può, preso e ar- 

bitrarìamentc piccolo, determinare un valore S tale che per u/|<q sia |J(x)-](x„)l<e, 

TOL. XVIII. 41 
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il che dimostra la continuità delle funzioni razionali intere di una variabile per tutti 
i valori della variabile. 

Sia J(x, , X, , ... , x„) una funzione razionale intera di n variabili senza ter- 
mine noto è indìctiiamo con f, un polinomio omogeneo di grado r in x„Xt,...,as^i 
si potrà scrìvere 

Hx, ,Xt aJ,) ^ A + ^ + . • ■ + /■»- 

Si indichi con lui, come si è già fatto, il valore assoluto o modulo del numero a ; 
e si scriva f, ponendo in evidenza in cìnscun termine il cocfllciente numerico del 
termine corrispondente nella potenza {x, + x^ + . . . + x^Y ; indicando con 3, un 
numero positivo maggiore del modulo del massimo coefllciente di f, diviso per il 
relativo coemciente polinomiale, si avrà 

^<ff,(|a',l + l«tl+ •- ■ +i33«ir. 

ed esijendo g un numero maggiore di tutte le <7r e S Iti somma x,|f]Xt|+. --i-|x,.|, 
che il lecito supporre inferiore all'unità, si avrà : 



Preso un numero £ positivo piccolo ad arbitrio, si potranno .i^empre prendere 
|a;,| , \Xt\ , |x„| tanto piccoli che sia 

1-5 ' 

e con ciò è dimostrata la continuità della funiione J nell'intorno del posto 

(x,=a3, = ■ . .=a3„ = 0). 

Sia ora un posto (a, , a, , ... , a,) qualunque; si potrà sempre porre 

a!, = «, + y, , a:. = fli + yi- •• ■ .a5, = a, + y, 

e scrivere per la (3) del n" precedente 

J{x,,xt scO-JCo, .di,.-. ,o„) = y,J,i+ì/,Jii+...+y„J,„ + ...; 

ossia il secondo membro essendo una funzione razionate delle y senza termine 
noto, si potrà prendere le (aj, - a^) , (a;* - a^) , ... , (a;, - a„) tanto piccole che sìa 

J (a;, , a^ , . . . , a!„) - J (a, , a„) 

minore di qualunque quantità data. 
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P 

Sia R= - una funzione razionale fratta; se AP , AQ sono gl'incrementi di P 
e Q quando le variabili x, , Xi,-..,x„ divengono x, +/i, ,3c. + /ti,-.., a;„ + h^, si ha 

P+IP ^ _ Q-AP--P-AQ 

ora se per il sistema di valori x, , Xj , ... , x„ il denominatore Q assume un va- 
lore diverso da zero, si potranno rendere IP e AQ tanto piccoli che AR sia pie- 
cola quanto si vuole ; il che dimostra la continuità delle funzioni razionali fratte. 

§. II. Le somme di infiaile funzioni razionali. 

6. Riassunte cosi le proprietà generali più semplici delle funzioni razionali, 
dobbiamo intraprendere uno studio delle funzioni formate nel modo più semplice 
colle razionali. 

Sommando o moltiplicando più funzioni razionali, si ritrovano funzioni razio- 
nali finchò il numero dei sommandi o dei moltiplicandi è finito : e si tratta di stu- 
diare quali funzioni si ottengono sommando o moltiplicando influite funzioni razio- 
nali. Ci limiteremo per ora al caso della somma di infinite funzioni razionali di una 
variabile. 

La teoria delle sommo di infinite funzioni razionali costituisce, anche in casi 
particolari, un argomento assai difficile di cui daremo quei teoremi generali che ci 
serviranno in seguito. 

ì. Sappiamo dafia sezione 1*, (n" Si) che la condizione necessaria e sufilciente 
affinchè la somma di infiniti numeri a„ abbia un valor finito è che abbia un valor 
finito la somma dei moduli )a„\ dì questi numeri. 

Se con ?„(x) si indicano infinite funzioni razionali, si potrà definire una fun- 
zione f{x) dulia condizione che il valore di f{x) sia per ogni valore Xo di x, data 
dalla somma 



£?.Wi 



e la condizione necessaria e sumctente perchè questa somma abbia un significato 
nel senso stabilito nella sezione l* è che sia finita e determinatala somma 

indicato al solilo con IfnCfCo)! il modulo di ?,(Xa). 
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L'insicmo dei valori Xq di ce sui quali b Teriflcata la condizione precedente si 
dice costituire il cniiìpo di vonvenjei'za della somma o serie f{x). 

8. Si ò già detto (Sez, I*, n* 50) che una somma di infinite quantità (o serie) 
si dice convergente quando posto 



.=$;«, , s=2« 



è possibile, preso un numero e piccolo ad arbitrio determinare un numero N cor- 
rispondente ad E e tanto grande che per n > N sia sempre 

I S - S, I < e. 

Cosi in particolare la serie ^<f„(x„) è convergente per x = a!o se preso un nu- 
mero E piccolo ad arbitrio sarà possibile trovare un numero N tanto grande che 
per tutti i vnlori di n > N sia 

ossia 

I Zi *» ^'"•^ I "^ '■ 

Se la convergenza si verifìcii per vari valori di x ix^ ,x,, .■■ , si avrà corrispon- 
dentemente ad un numero determinato e un valore N, tale che s ia, per n > N, 

■■*• 

un valore N, tale die sia, per n > N, , 



Se questi numeri Nu , N, , ... cosi deQniti per un valore Asso e e per i valori 
X, , Xf ,■■■ di a; hanno un limite supcriore finito N. allora per tutti i valori n> N 
e per tutti i valori x, , x, .■■. del campo di convergenza sarà 



l£?r(ac)|<e, 
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ed entro quel campo la serie si dirà convergente in egual grado. Nel caso ohe non 
esista un tal limito superiore finito N, la serie potrà essere convergente nei punti 
di quel campo, ma non si potrà dire ronvergenle in egnai grado. 
Si dirà dunque che una somma di infinite funzioni razionali 

£9r(a!) 

è convergente in egual grado entro un certo campo se preso un numero s piccolo 
ad arbitrio esisterà un numero N corrispondente ad e e tale che per tutti i valori 
di X compresi entro quel campo e per tutti i valori n > N sia 



|29r('»)-2^'<'*'^|<*- 



Il campo entro cui vale la proprietà della convergenza in egual grado può es- 
sere una varietà a 3 dimensioni (area piana), o ad una dimensione sola (porzione 
di linea) nel campo clic rappresenta la variabile complessa x; il concetto di con- 
Torgenza in egual grado sì può quindi applicare anche a funzioni di una variabile 
reale (*). 

9. Una somma di infinite funzioni razionali convergente in egual grado entro 
un certo campo rappresenta entro quel campo una funzione continua. 

Dimostrazione. Abbiasi la serie 

/•(a!) = £<p.(a:) 
convergente in egual grado entro un campo G entro il quale tutte le <fg{x) sì man- 



(*) Limitandosi a aoli va\orì reali delta variabile si può dimostrare la seguente 
proposizione, che non appartiene alla presente teoria, ma che dà una importante appli- 
cazione della convergenza in egual grado: Se £?,(a;) è nna serie di fonzioni conver- 
genti in egual grado pei valori reali di x compresi fra x = a ad x = b si potrà in- 
tegrare la serie termine a termine fra due limiti a a b 6 compresi ira a e 6; oìo6, poato 

e posto che f(x) sia nna funzione integrabile, si potrà scrivere 

/ f(x)àx=2jj ToW***. per o£o'<6'<&. 
(Gfr. Dini, Fune, di variai, reale). 
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lenfiono Unite: dico che nell'intorno ilt qiiiiliinf|iic posto a:;„ del campo C la fun- 

zinne f(x) è continua. 

Per ijiolcsi, essendo e un numero piccolo ad arbitrio, si potrà sempre troTart 
limerò N tanto grande che per ti > N e per tutti i valori di x presi entro il 

C, sia 

Ito 

I • 

icindo con x, ed x due posti dell'interno del campo C, si avrà 

|B,(x)|<o , |R,(xo)l<o 
ni» 

I R, (x) - B„ (X,) I < 2o. 

1 funzioni 9,{x) essendo razionali sono continue, per cui sì può sempre prcn- 
\x — XqI tanto piccolo che sia per tutti i valori di r da 1 ad n 

I ?, (X) - (p, (X.) I < &' 

e' è una quantità presa piccola ad arbitrio Si avrà cosi 

I f{x) - /-(x.) !< 2 1 9r{x) - ?/ir.) 1 + ! B»(a;) - B,(a ,) I 

l/"(w)-/"(a;,)l<ne' + 2«. 

enda ora un numero e piccolo ad arbitrio, si potrà prendere o inrcriore ad 
letermìnato o, determinare indipendentemente il valore N tale che per n > N 
tutti i valori di x presi nel campo C, sia 
I R, (x) I < j 
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(leterminuto n, si determina s' in modo che 

na < T ossia o' < t- , 

talché risulta per Ix — Xol abbastanza piccola 

dove e ò un numero piccolo ad arbitrio. La funzione f{x) è ilunqiie continua entro 
il cam])0 C , e. d. d. 

tO. Le serie convergenti in cgual grailo possono essere ntilì anclie nelle ap- 
plicazioni numeriche dell'analisi; si osservi, inraltì che in una tal serie si può 
fissare a jiriori il numero n dì termini da sommarsi per arere la somma della 
serie con un determinato grado di approssimazione ; mentre per le serie non con- 
vergenti in egual grado se si vuol la somma della serie coU'approssimaEione deter- 
minata di -rr^ , per certi valori di x possono bastare pochi termini a raggiungerò 

t:ilc appressi lonzi one mentre per' nitri valori potrà essere necessario un numero di 
termini molto miiggiorc. 

Una definizione analoga della convergenza iu eguiil grado si può dare nnclic 
per le serie di più variabili ; una serie 



si dirà convergente in cgua) grado entro un certo campo C di valori di x ,y , z 
se preso un numero s piccolo ad arbitrio si potrà trovare un valore N valido per 
tutti i sistemi di valori {x ,y , z) del campo C e tale che per m > N sia 

I ^ 9À3S .y,z)-^ ^r(^ . y . z) I < e- 

CAPITOLO n. 
Le serie di potenze. 

5, I. Primi teoremi sulle serie di potenze. 

11. Fra le serie i cui termini sono Tunzioni razionali di una pifl variabili, me- 
ritano speciali considerazioni quelle i cui termini sono della forma 
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dove À , t^ , V sono numeri interi e positivi : queste somme Terraano dette serie dt 
potenze ed indicate con 



esse ofTrono la generalizzazione più naturale delle funtioni razionali intere. 

La condizione necessaria e sufliciente affinchè una somma di inflnitt sommandi 
abbia un valor Unito (nel senso stabilito nella Sezione I*) è che la somma del mo- 
duli dei suoi termini abbia un valor Qnilo Ciò posto, se per un valore x = a la 
somma 



non ha un valor finito, la somma stessa non potrà certamente essere fluita per tutti 
i valori di x il cui modulo \x\ sia > \a\ : se dunque nel piano della variabile sb si 
descrìve un cerchio di centro cc=0 e di raggio \a\ , per tutti i punti del piano esterni 
alla cjrcooferenza del cerchio la serie Ic^x^ non potrà avere un valor finito. 
Questa considerazione è svolta nei teoremi che seguono. 

12. Teoseha I. Se fc^x' è una eerte dt poferue, e si pu^ trovare un nu- 
mero positivo a tale cfie per iuUi i valori dt v a partire da un certo indice (che 
ai pud senza reeln'zione supporre anche eguale ad I) l'espressione 

Kl»' 

ai mantenga inferiore ad un numero assegnabile positivo e^ (a serie precedenfe 
avrd un valor jtnifo per tutti i valori di x it cui fnoduto sard inferiore ad a. 
Dimostrazione. Si indichi con ^ i] valore assoluto o modulo di a;, e sia ^<a. 
SI ha per ipotesi 

|Cv|a''<ff (v = 1 ,2, 3 , . . . , w) 



io.ir<s(|y 



e sommando a tutti i valori di \ 



£w5' <»!:(!)'=» 



■ -5' 
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ma essendo Ì<(i, Vultiino membro ha uii valor finito, e quindi è lo stesso di 
If^cc" per [xl < a , e. il. d. 

. Lo stesso teorema vale anche per le serie <li potenze di più variabili: nel caso 
di tre variabili, si pu6 dire : 
n Se 

n è una serie di potenze di tre Tariabilì, e si può trovare una terna di numeri pò* 
n sitivi a , ^ , Y tale che per tutti i valori di X , il , v a partire da X = it = v = 1 

a sìa 

ICx^vl«'P''f <ff 

■ dove J7 è un numero Anito positivo, la serie saril sommabile per tutti i posti 
s (od ,y , s) tali che sia contemporaneamente 

|xl < a , lyl < P , Izl < "Y- » 

DmosTaAziONB. Si ba per ipotesi 

sa (se ,y , è un posto tale che chiamando 

«1 = 5 , yl=>i . ts| = ì; 
sia 

5<a , >i<P , ì:<y. 

sarà 

e sommando a tutti i valori di X , (i , v , 

V ultimo membro essendo finito per ipotesi , sarà finita anche la serie dei moduli 
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è quindi la serie 



^^va^y^z* 



per tutti i valori {x ,y , z) tali cbe 



ly|<? 



1^1 <t: 



Nel caso di una variabile sola, si può dire che la serie Sc,ai^ è converyeTite 
e sommabile per tulli i punti x dell'interno di un cerchio di centro x = e di 
raggio a. Questo cerchio si ilice cerchio di conver<ienz'i. e si dirà cerchio vero 
di convergenza, se inoltre per tutti i pu.ili x esterni al cerchio la serie non ha 
un valor Anito. Per le serie di più variabili si può dire che la serie è finita per i 
valori di x,y,z clic si trovano contemporaneamente entro i cerchi descritti nei 
piani delle tre variabili dai centri o con raggi a , p , ■j. 



Teorema II. Se in una serie 1 c^ x* il rapporto 



si maniiene a partire 



da un cerio valore di v {che si può senza restrizione supporre eguale ad ì) in- 
feriore ad un cerio numero positivo k, la serie $arA certamenle convergente entro 
tv4lo il cerchio di raggio r. 

Dimostrazione. Si ba per ipotesi 

lc,l<ftlf,_,| 

da cui, facendo v = l,2,3 ve moltiplicando, viene 



e quindi 



l'M-T!-<l<'J- 



Fsistc dunque un valore -j- positivo taJe cbe per tutti i valori di v il prodotto 



si mantiene inferiore ad un numero finito positivo lc,l, e quindi (teor. I), la serie 
è finita per tutti i valori di x tali che sia 
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Corollario. Sa il rapporto — ^ si mantiene a partire da un certo valore di 

V inferiore ad un numero e arbitrariamenie piccolo, la Berle sarà convergente in 
UD cerchio di raggio arbitrariamente grande, ossia per tutti i vulori finiti di ce. 

13. Hata ima serie Ic^aj", se dal punto x = con rat'gio qualunque descri- 
viamo una cìrconrerenza, si potranno dare tre casi. 

a) per i valori di x interni al cercliio la serie è finita, e non- lo è per i 
punii a; esterni a] cerchio: allora il cercliio descritto è il vero cerchio di con- 
verge nzft. 

b) per i valori x interni al cerchio la serie ha valori finiti, ma ha valori 
flniti anche per punti x esterni al cerchio stesso: allóra il cerchio è un cerchio 
di convergenza ma è inferiore al vero cerchio di convergenza. 

e] per tutti od alcuni valori x interni at cerchio la serie non ha un valore 
finito; allora il cerchio è maj^tiiore de! vero cerchio di convergenza, il quale si 
può in questo caso ridurre anche ad un sol punto. 

L'esistenza del vero cerchio di convergenza e la possibilità di determinarne il 
raggio sono dimostrate dalla seguente proposizione : 

Teorema 111. Se una serie Ic^i* si si» essere finita per valori eli x (thha- 
sfaiuu piccoli, e non finila per valori di X maggiori in valore ossotufo, esisterà 
necessariamente un vero cerchio di convergenza per la snrie. 
Dimostrazione. Pongasi 

S(a!) = Sc,a;\ 
e si formino i valori 
(!) S(0) , Sd) . S{9) , S(3). 

Essendo la serie finita per valori di x abbaslauza piccoli e non finita per va- 
lori maggiori, sì troverà fra i valori (1) un primo valore non finito; e sia S(>r4-1), 
mentre S(m) ha un valore finito. St formino allora i valori 

(2) S(m) , s(m+t) , s(m-(-?) , . . . , s(m.h"-=Ì) , S(m+l) 

dove a è un intero qualunque maggiore d'uno: sì troveranno fra questi valori due 
termini consecutivi 

il primo dei quali sarà finito e l'altro non finito; si considererà poi la serie di 
valori 

S(m + ^) . s(m+2l + i,) , s(mt=Ì!-H.ÌV..., 
\ a / \ » uv ' \ a ov ' ' 
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fra questi se ne troveranDO due consecutivi l'uno finito e l'altro non fiaito 

S(m + — t + ^l ed Sm+— !-+ ~i—) - 

e cosi via. 

Da questo procciliiiionto risulta depinUo un numero dì cui sì possono determinare 

di mano in mano gli elementi (anclie decimali se si vuole , prendendo a=10). Questo 

numero 

a a* a' 
Bara finito se è finito m, infatti si ha 

^ .fi .^ ^ * m^ 1 

a ' a* ^ o ' o» a* ' 

da col 



»(i + i + ...)=. 



Inoltre A sarà il ragfi^io del vero cercUio di convergenza. Infatti preso un numero 
E piccolo ad arbitrio, si potrà sempre prendere n tanto grande, che sìa 

A-A,<e 
posto 



ma per A, la S(A„) Ita un valor finito per la costruzione del numero A, stesso ; 
e se B è un numero positivo qualunque > A, si potrà sempre prendere n tanto 
grande che sia 



ma per ^ + -„ la serie non ha un valor finito, dunque essa non ha un valor finito 

neppure per x = B. 

11 cerchio di centro x = ii e di raggio A sarà dunque tale che per tutti i vi- 
lori di X interni ad esso la serie sarà finita, e non finita per i valori x estenu 
al detto cerchio. 

Le serie di potenze sono di tre specie : o per tutti i valori finiti di x la serie 
ha un VHlore finito, ossia la serie è st'in/Jic convergente e jl raggio del vero cer- 
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chio di coDTergeaea è iofinito : tale è la serie 
ai» -b' 



l+aj + 



1.2^1-2-3"' 



la serie non ha un valor fìnito per alcun ralore di x, ad cccezioae di a; = 0, ' 
ossia il vero cerchio di couvergenza ha per raggio D ; tale é la serie 

l+x+l-2x* + l-2.3a3'+ . . . +n!ac"+ . . . ; 

inllnc la serie ba un vero cerchio di convergenza finito e diverso da zero, come 
la serie 

n(n~i) , n(n-1)(n-2) , _. 

i+nac+ Ya ai*+- — j-;^ ^aj'-i-. . . +nfcat!*+ . . . 

die Ila per raggio di conrergenza l'unità. 

li. TfOBEHA IV. Se R è it raggio di convergenza di una serie di potenze 
So^x^ Cd r 6 un numcr') pnsitivo inferiore ad R di tanto poco quanto si vuote, 
la serie sarà conwrncHfe in vgual grado in lutto l'interno del cerchio r. 

Dimostrazione. Si prenda e piccola ad arbìtrio ; «i potrà sempre prendere n 
tanto grande che sia 

£lc,|r''<c 
perchè r < R per ipotesi. Ha per 1<t si ha 

e quindi a fortiori, se l=\x\, 

|2]c,a!''|<é, 



il che dimostra la convergenza in egual grado della serie ^e^x' per tutti i valori 
di X il cut modulo è 



ossia entro tutto il cerchio r. 

IS. Lemua. fl Se ni, , ?nt , . . . , m, sono numeri interi positivi o negativi, e 
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a si ha ta finzione razionale 

F(a;) = A, + A,a;"'' + A,a3"'»4 . . . + A^x"" , 

n e sì indica con L il limite supcriore dei vnlori della fuRsionc per i calori x udenti 
1 uno slcsbo modulo %, si avrà sempre 

lA,i<Lii. 

DiHOSTBAZiONE. Pongasi 

aj-£e , con ItìI = 1 ; 

e si considerino le equazioni 

^""'=1 , 2'"»=1 ..... !"'•■= l; 

queste essendo in numero finito, avranno un numero Anito dì radici, percui si potrà 
sempre assegnare a un valore Og che non soddisfi ad alcuna delle r equazioni 
precedenti. 

Si formi allora 

P(5) ==Ao + A,6'"' + A,5'"»+-. ■+A,5™' 

F(Wo) = Ao + A, 6™' 6^' -f- A, r* 8o'"' + . . . + A, T' S."*^ 

F(5V) =Ao + A,5'"*0'"' + A,r»V"'»+. . ,+A,5'"'C"' 

F<68.""')=Ao + A,5*"'«,f''"'^*"HA,5,"'»e/"-""'»+...+A,5"''-6/""'>"'' 
da cui, sommando e dividendo per n 






.'■VP-.'-». \j.,...i_^«r 

I - 6o"' 



11 modulo del primo membro è inferiore ad --nL, ossia ad L, dunque sarà 
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tiile in valore assoluta anche il secondo membro, e si afri 



o indicando con C una quantità che non può crescere indefinitamente in valore 
assoluto 



Ma si ha cviilentemente 



|A,|>L, 
si potrebbe sempre prendere n tanto grande cbe sia anche 



IAo|-^|Cl>L 
e quiudi a forliori 



contro ciò cbe si è dimostrato ; aarì dunque 

|Aol<L, 

e. d. d. 

Teoreua V. Se S è un modulo di x inferiore al raggio R di convergenza di 
una ferie Ic^x^ ed L 6 il limite superiore dei valori assolali di questa serie sulla 
drconfereitza di raggio 6, si avrà per tulli i valori di v 

DiuosTRAzioNB. Si abbia la serie 
e si moltiplichi da ambo le parti per x'", viene : 

S3C"* = e, X'" + e, X""*' + . . . + C^, + Cv^., ce + C^,*i 3?. 
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Preso un numero t positivo arbitrariamente piccolo, si potrà sempre prendere 
tanti termini nel secondo membro che i rimanenti diano una somma inferiore nd 
E in Tslore assoluto ; e ciò (tcor IV) per lutti i valori di x il cui falere assoluto 
è < ;. Sarà quindi 

Sa;"" = c^''' + c,a:~^*' + . . . + e, + c^, ac + . . . + c^,+„ x" + e' 

dove e' è una quantità inferiore ad t in valore assoluto. 

Sìa ora h il massimo valore assoluto di S per \x\ = S, il massimo valore asso- 
luto di Sx''' sarà 15"^, e si avrà per [a3| = S . 

Icoa;"" +c,aj"''^'+ ... +c^ + c^+tX+ ... + c,^.„£c" + e'| < LS"* 
onde a forlioH 

jcoas"" + c,a;"^+' + ... + e, + c,+,a; + ... + c,+„l < L£"* + e. 
Risulta da ciò e dal Lemma precedente cbe sarà 

ma ÌQ questa diseguagliania ic^l ed L§~^ banno valori fissi, e è arbitrariamente pic- 
colo, onde sarà 

ossìa 

KU''<L, 

e. d. d. 

OssEBYÀZiONE. Prop08ÌzioQÌ analoglio al teor. IV e al teor. V valgono per le 
serie di potente di p\ù variabili. Cosi se L è il massimo valore di £ cy^^aP'y'-z'' 

per i sistemi di valori di x ,y ,z pei quali \x\ = a , \yi = 1^ , \zì =-j , sarà 

S- II. Delle serie doppie, e delle trasformazioni nelle serie di potenze. 

i6. Abbiansi infinite serie di potenze, che dinoteremo con 

9,{x)=c,_, + c„^,x + Cb,iX''+ 

dove si può fare n = 1.2,3,...,<»: e alcune di queste serie siano anche ri- 
ducibili a polinomii. Si può domandare sotto quali condizioni la somma di queste 
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£ <P-(a5) 



sì potrà trasrorniare in un'unica serie di potenze 



^A^a! 



convergente entro un dctermìoato cerchio, posto che sìa 

Av = c,,v + c,_, + Cj^, + . . . 4 e,,, + . . . . 

A questo oggetto si può dare la condizione sufliciente enunciata nella seguente 
proposizione. 

Teorema VI. Se 

ò Ulta somma di infinite eerie di potenze, ed indichiamo con 9s(^) ^^ ^''^ ^'' 
venia la serie 9„(.\) sostituendo ai coefficienti e,,, i loro valori assolali lc„_„i, la 
somma (I) si potrà trasformare in uu'tmi'ca sene di potenze 



(2) ^ A^ x" , con A, = X *«,v 



quando si sappia che esiete un valore positivo a pel quale è converf/erKe la 
^9i»(*)ì 6 'fl i^AyX^ sarà convergente entro «n cerchio di ragijio a. 

Dimostrazione. Ricordiamo anzitutto che nella prima Sezione si è dimostrata 
la seguente proposizione, che >ale tanto por le somme di infiniti termini positivi, 
quanto per' le somme ili infiniti termini complessi : « Condizione necessaria e suilt- 
n dente afUnchè una somma di InDniti termini riesca sommabile , è che estratto 
R un numero finito qualunque di questi termini, esista un numero finito positivo M 
n costantemente maggiore in \alore assoluto della somma dei termini estratti ». 

Ciò posto, sia a un valore positivo percui la 



=£?.(•) 
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riesca finita. Questa serie è la somma dei numeri positivi 

per tutti i valori dei due indici n, e v : cioè S è un numero composto di tutti ^li 
elementi die entrano in essi numeri \e„Ja'. Si potrà quindi, per il Icorema ri- 
cordalo, trovare un numero H tale clic sia 



(3) M > >] 



dove con S„,^ indichiamo la somma di un numero qualunque ma Anito di termini 
estratti fra i le,,,,!*''. 

Si ponga ora un valore x il cui modulo 4 sia inferiore ad a, e si consideri 
la somma 



di un numero qualunque ma finito di termini estratti fra ì c^^^x". Si avrà per il 
teorema sul modulo di una somma : 

e quindi a foTtiori per la (3) 

M > V c„_,x*' : 

e questo, per il teorema ricordato, basta a dimostrare che la somma degl'inllniti 

numeri c„^^x'' ha un valor finito: pertanto in Tirtil dei teoremi della Sezione I* i 

termini di questa ferie si potranno aggruppare come si vuole, e si potrà scrivere 

.ndifferentemente 
1 

y (c„_o + c„^, X + c,^, a;* + c„^, aj' + . . .) ossia V <p, (a;) ; 



oppure 



y Cc,_, + c,,^ + c^^., i- . . ■)x'' ossia ^ A^ x" ; 



adunque sotto la posta condisione la serie doppia o somma di infinite serie di po- 
tenze si |iuò trasformare in un'unica serie dì potenze, e. d. d. 
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17. In modo del tutto simile si dimostra lo stesso teorema per serie di più 
variabili. li teorema si enuncia in questo caso : 

Se si Ila una somma di l'ii/ini'lc serie di potenze 

e per un aìatema di numeri positivi a , ^ ,y la serie 

ristdm convergente, indicandosi con 7, ciò che diventa la serie. ?, aostilacndn in 
questa ad ogni coefficiente il relaiivo valire assoluto, la serie proposta sard tra- 
sformabite in una serie di potenze di x , y , z, 

convergente per tulli i si$lcmi di valori di x , y , z (oli che sia 
Ia!|<a , ly|<P . l:!|<7- 

18. Se in una funzione razionale 

F{x,y , 2) 
H fa la trasformazione 

x = <f(n,v ,w) , y=^{u ,v ,w) , z = x(u ,v ,w) 

doie 7 , ^f 1 X siano pure simboli di funzioni razionali, si ottiene una nuova fun 
zione razionale 

P(u , w , w). 

Proponendosi iJi cercare una generalizzazione di questo teorema nel caso che 
tutti alcuni dei simboli F, e, <]/, / rappresentino non più funzioni razionali, ma 
serie di potenze, si (giunge alla seguente proposizione fon lamentale. 

Teorema VII. u) Caso di una sola variabile. 

Se in una serie di potenze 

(1) F(a!) = SA,a:'' 
si pone 

(2) x=?(u) 



dby Google 



)( 340 )( 

dove 9 è una serie di potenze della variabile u e f^(u) è ciò che diventa 9 (u) 
cambiando ogni coelfìcienle nel rispettivo rolorc assolco : e se esiste un numero 
a tale che 5 = ?(=') si trovi entro il campo di convergenza di F{x), la serie F(i) 
si polrà, per mezzo della (2), trasformare in una serie di potenze di a conver- 
gente per tutti i valori di a inferiori ad a in valore assoluto. 
Dimostrazione. Se in F(3;) si pone 

la serie F(a;) si cambia in 

(3) SA.yV") 

cioè in una somma inQnita ài «erie di potenze di u. So si può trovare un valore 
positivo a. tale che la somma 

riesca finita, )a serie doppia (3) sarà trasformabile in una serie di potenze di u 
convergente per tutti i valori \u\ <a. (teor. VI). Ma per ipotesi posto f (a) = S , 
S è nel campo di convergenza di F{x) e quindi 

ha un valor finito ; pertanto essendo soddisfatta la condìiione del teorema VI, per 
|u| < ot si avrà 

2A,a!*' = Ic„u', 
e. d. d. 

Corollario. Se F(a;) fosse un polinomio una serie di potenze convergente 
per tutti i valori di x, qualunque valore a che rende 9 (a) sommabile soddisfa alla 
condizione, e quindi F(x!) è trasformabile in una serie di potenze di 11 per tutti i 
valori del cerchio di convergenza della serie fC'O- Se F(x) e 9(11) sono due serie 
di potenze sempre convergenti, la trasformazione 6 lecita per qualunque valore di u. 

b) Gaso di pili variabili. 

Se 

(1) F(x,y ,») = IAi,„,,x^yi^z* 
é una serie di potenze di piii variabili, e si pone 

/ X = 9 (U , V , w) 

(2) I y = ^i (tt . « . ff) 
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dove ? , 4* • X '^^° ^^''''c d^ potenze delle variabili u , v , w aventi un campo co - 
mime di convergenza, e 9 , i]* , y_, sono le serie cht ai ottengono sostituendo aj 
coefficienti di <f , ^ ,1 i rispettivi valori assotuli, 8e esiste un sistema di valori 
positivi a , fi , T per u , T , w (alt che 

rfoutfino finite, e di piti i valori 

(3) 5 = 9(a,p,Y) . )I = f(«.?.T) - t = x"'(«.P.'r) 

Viano compresi nel campo di convergenza di F : atlnra per latti i valori di u , 
V , w ri'8;)C(i;«amen(e inferiori od a , g , y in valore oesotuto, Jo serie F si potPd 
Iras/brmare in «no sarie di potenze convergente di u , T , w. 
DiMOSTEÀZiOHE. Si eseguisca la moitiplicazione 

9^(u ,v ,w) ^^{a , V , w) x''('* , f , w) 

e si indichi 11 risultato cod 

affinchè la serie di funtioni 

sia trasformabile in una serie di potenze di u,v ,w, occorre che esista un siste- 
ma di valori a , ^ , y tale che la serie 

(4') ^\f^i^ÀKy.A^.^,^) 

riesca Qnita. (Teor. VI esteso a più rariabili). Ora per ipotesi 

(5) ^/^i^.f\'^ . P . T) f^* . P > Y)x'C« . P . T) 
è conferente, e quindi è tale anche 

(6) £ lAi^vl ?'(« . P , -f)r(« . P . T)X'(« , P . Y)- 
Ora dico che si ha 

(1) ri^v(« , P . y)S?{«- . P . T)*^» . P'. Tr)x'.(« . P . V)- 
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Infiliti fj,|iv ^ "1 iigsregiito di termini della forma Cj^j,, u^ v*^ tv', ì quali termini prò- 
vengono dalla Dioltiplicazione 

ed 7i^v ^ composto dei termini corrispondcnli l^ij^J]^^ ^^ ^'' ■ ossia \''ì_^^\ proTìeoe 
dalla composizione per addizione e moltiplicuzione dei coeniuieiili di ?^,4'^/.^ ctlet 
risultato s'intende preso il modulo: mentre nei termine generale della (6) abbiamo 
le sfesse operaziuni eseguite sui moduli dei coefQcienti di 9^ , <}''' > x^; e quindi il 
risultato sarà non minore di \ci^^\. talché sarà soddisfatta la (7). 

Ha la serie (6) è finita come si è detto : lo sarà dunque a fortiori la (4'). e 
per il teorema VI, la serie F si potrà trasformare in una unica serie di potenze 
di if , t> , n> convergente per i Talori 

e. d. d. 

Corollario L Se F{cc , y , z) è una serie convergente per tutti i valori finiti 
di a; , y , 2, uit polinomio in x ,y , z, i valori ^ , >I , C purché finiti, soddisfe- 
runno certamente alla condizione dì rendere finita la F ; e quindi la F si potrà tra- 
sformare in una serie di poterne di u , v , w sempre convergente per tutti i tn- 
lori Ai u ,v ,w cbe appartengono al campo di convergenza comune alle tre serie 

II. Se ancbe le serie f ,x -^ fossero sempre convergenti, la trasformazione 
si potrebbe operare per tutti i sistemi di valori di u , v , w. 

III. Nel teorema precedente non è necessario che il numero delle nuove va- 
riabili u , ti , w sia eguale a quello delle primitive x,y , z. Per esempio nella 
serie f(x) si ponga 

x = u + v , 

si può riguardare questa trasformazione come un caso particolare del Teorema pre- 
cedente : e si Tede che se a , ^ sono due valori tali che [{a + ^) riesca finita, /'(x) 
si potrà trasformare io serie finita di potenze di u . t> per tutti i valori 

|u|<« , \v\<^: 

in questa serie di potenze di u , v si potranno aggruppare i termini ad arbitrio, 
e porre p. e. 

/■(u-l-v) = Co(u) + c,(u)« + c,(it)v» f . . . 

Una tale formola è valida se f è il raggio di convergenza di f(x), sotto la condizione 

Iti] + \v\ < p. 

Una trasformazione analoga si può fare per più lariabili. 
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$. III. Condizione d'identità di due serie. 

19. Neil» teoria delle funzioni razionali intere ai dimostra che una funzione di 
grado n di una variabile complessa non può in tiilto il piano della variabile an- 
nullarsi in pììi di n punti senza ridursi identicamente a zero : e ne abbiamo con- 
cliiuso ridentilil di due funzioni di grado non superiore ad n che assutnono lalori 
eguali per n + I punti del piano. 

Le seguenti proposizioni, analoghe a quelle citate, si rireriscooo alla teoria 
delle serie di potenze. 

Teorema Vili, n Se f(x) è ima sp.rie di fOlenze il mi termine cotlanle è di- 
u verso da zero, si potrà semjiTO dvscrivcre roil centro x = un ccrdiio lii rag- 
» gio linilù, enfio il quale la serie non si nniiitlla nini ». 

Dimostrazione, .abbiasi la serie 

f{x) = a, -t- <f,x + a,x* + . . . 

dove Co è diverso da zero, e sta p un valore positi>o qualunque minore del cer- 
chio di convergenza della serie fix). Se 6 è il massimo valore di f{x) sulla cir- 
conferenza di raggio p , sarà (teor. V) 

e quindi se g è un valore positivo inferiore a p, si auà 

e per Ìx| = $ , 

|o,a! + c^»+ ...!<: |a,U ^ I«il5* + . . . 



-(l^Q)'— )-^- 



Si indichi con e un numero arbitrariamente piccolo e positivo, si potrà sempre 
fare ^ tanto piccolo che sia 

G-^<e; 
e in particolare, si potrà prendere kt tale che sia 
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■ e ft fbrliori per |aj| < 5o 

|a,x + 0^»+ . . .( < |a,"I. 

Risulta da ciò che l'insieme di tutti i termini della serie a partire dal secondo non 
potrà mai annullare il primo termine, ossia la serie non si annullerà mai per i 
punti dell' interDO di un cerchio di raggio ^g. 

Osservazione. Se la serie f(x) non avesse il primo termine nullo, essa si 
potrebhe scrìvere 

x"(a, + a,4.,x + o,+,x* + ) 

e la serie si annullerebbe per a:=0 ; ma bì potrebbe sempre descrivere an cerchio 
di centro zero e con raggio tale che nell' interno di questo cerchio la serie non si 
annulli mai, se ngn nel punto a;=0 stesso. 

Similmente sì dimostra che per una serie di potenze di più variabili si può 
sempre determinare un campo di valori nell* intorno d«l posto (x=ù , y=0 , 2=0), 
entro il quale campo la serie non si annulla mai o si annulla tutto al piiì nel posto 
(03 = ,v = , s = 0). 

20. Segue dall'importante teorema ora dimostrato che so una serie di poterne 
si annulla per tutli i punti di un cerchio sia pur piccolo quanto si vuole intorno 
al punto e, la serie si annulla identicamente. 

E se una serie di potenze deve annullarsi per tutti i punti di uua linea che 
parto dal punto as = o converge asintoticamente al punto stesso, la serie si an- 
nulla identicamente. 

£ se una serie di potenze deve annullarsi in punti separati ma che si conden- 
sano indefinitamente verso il punto ('), la serie si annulla identicamente. 

21. Teokebia IX. Se due serie di jiolense assumono valori eguali nei punii 
di un inforno piccolo quanto i^i vuole del punto x = 0, o net punii di una linea 
die converge al punto stesso, o in una serie di punti separati che si condensano 
in numero infinita ver$o il punto x=0, (e due serie coincideranno identieameiìle 
nei ìoro coefflcienli. 

Dimostrazione. Se f(x) e tpCoc) sono le due serie, la serie (teor. VII) 

avrà per coefilcieoti le dìOerenze dei coefficienti omologhi di f(x) e 9(x), e va- 
lendo per questa serie le condizioni del n. 20 essa sarà ìdenticament« nulla. 
Una proposizione analoga vale per le serie di più variabili. 



(*) Tali sarebbero i ponti 
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$. IV. Derivazione delle serie di potenze. 
23. Nel corollario III del teor. VII si è visto che se 

(1) fix) = e, + e,x + c,a;* + . . . 

è uDa serie <lì potenze ed R il suo raggio di convergenza, si può porre 

x = u + v 

e sviluppare f(x) in serie convergente di potenze di u e v, per tutti i sistemi di 
valori di u e V tali che 

[u] + r < R : 

in questa nuova serie i termini si possono aggruppare nell'ordine che si vuole e 
si pu& scrivere per esempio 

fW) = A(u) + r, (u)v + /;{«)i!» + 

Si dia ora ad ti un valore fisso a, a v un valore variabile /i, e si avrà 

na + h)=f,{a) + f,{a)h + f^ia)h*+ . . . 

questo sviluppo sarà, valido per tutti ì valori di h tali che 

iii| + |/il<R 

ossia per un cerchio di centro a e tangente internamente al cerchio R. 
Ha posto A = 0, ai avrà 

e quest'eguagliaoia vale per tutti i punti a del cerchio R; pertanto earà identica- 
tnente (teor. IX), 

f^ix) = nx), 

ossia queste "due serie di potenze coincideranno nei toro coeDlcientì e si avrà 

(2) f(a + h) = f{a) + h r,C«) + A» /".(o) + . . . 



(3) Y(a + A) = Ha) + ft f.Ca) + h[hU(a) +...]. 

TOl. XVIII. U 
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Ma nella Sezione III. si è detto che n se una funzione F(X') deflniia In qua- 
* lunque moda si può scrivere per valori di h Hbbitstanza piccoli e per deicrminati 
u valori di x 

F(a; + ft) : F(xì + n¥,ix) + hfx,H) 

D doTC ?(x , A) ò lina funzione die \n a zero con ft, la funzione F,(3;) si dirà dc- 
» rirala- di T(x), e la funzione K(x) sarà ilcrivaliile per tutti i valori di a: pei quali 
■a è l'ossibilc un slmile sviluppo » : e perciò la (3) ci dimostra che la f(x) è dc- 
rivnhilp por tulli i valori x = « deirìuterno del cerchio R, e la derivata di f(x) 
sarà una serie di potense f,{x) convergente entro lo stesso cercliio R- La stessa 
funuohi (3) dimostra anclie la conlinnità dì f{a -f h) al variare di h. 

Se indichiamo con f'(xì la derivata dì f{x), con f"(xi quella di f'(x), ... con 
/■'"'(a;) quella di /■""''(x) e cosi via, è facile trovare sostituendo SA ud h che 

1 

lt(X)^ 

sostituendo 3A ad h. che 

' i-'l-i' 
ecc. : talché la forinola (3) si trasform» in 

(i) f{a + A) - /■(«) + h fin) + ^'^ /■'■('O + . . . + —^ n"\ , ■ . . . 

sviluppo valido per tutti i posti a dell'interno del cerchio K e per valori di fi de- 
terminati dft 

|o|+lA|<R. 

Alla formola (4) si può anche dare la forma seguente, che useremo piìt di fre- 
quente : posto a-i-A = x, viene 

(5) fix) = Ha) + {x-a) fia) + ^^^* /■"(«) + ■ • . ; 

ossia dalla serie 

e, + c,aj + c^x* + . . , 

convergente nell'intorno di x^O, si deduco una serie 

Co f C, (ai - a) + C,{cc - n)» + . . . 
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convergente nellinlonio di x - n, ed i cocfllcienti della nuova s^rìc sono deduci- 
bili con processo pcrreltiimcnte pratico da ciuelli della serie primitiva. 

Sviluppando elTettivamente il calcalo di f{'i -f h), si trova senza dimcolià che 

/!*'(a;) = l-2-3...ftcj + 2-3!. (ft+!)Ct^.,a5+...+r{l ! rXHr) ... (fc+r)Cj,,x' + ■ ■ ■ 

Si giunge coti) allo sviluppo clTcttifo della serie (3) per qiiiilunqtic punto a, cono 
scendo ì coeiTtcicnti della serie fix). 

'^3. Riassumendo le cose Un qui dette sì può enunciare il seguente 
Teoeem.^ X. Vita serie di potunzc convergi-.nle e itro un cerchio di ragr/io U 
rappresenlii min fituzìoiie covtiniin avciile itn unico vihre linilo e deterniiitiiln 
per oguì pniilo x tlcW inlt'riio di e^so cerchio. Tate fìitizione ammcllp. entro «/nel 
(■fin Aio In derivine siirccssinc iti tulli gii ordini, che sono allrellaììle serie ili pnlcnz"! 
ctnvcrgcnli eiilro il medesimo cerchio R; e dalla serie, dula si può dedurre per 
ogni punto dell' intenio del cerchio una serie della forma (5). 

Ina proposizione analoga vale per le serie di potenze di più variabili e si di- 
mostra cogli stessi princìpiì. 

§. V. Serie dedotte da ima serie di potenze. Vero raggio di convergenza. 

21. Una serie di potenze della quantità cc-n sia convergente entro un cer- 
chio (li centro a e di raggio B: e si indichi con 



(1) Co + Pi (a: - a) + c,(a7 - o)' + . 



Per il teorema X, la funzione detcrminata da questa serie nell'interno del cerchio 
R ha proprietà del tutto analoghe a quelle delle funzioni razionali intere e si dice 
perciò avere caraHerc razionale vUero ncW inluruo dei posto a. 

Per porre in evidenza il punto per l'intorno del quale vale lo sviluppo (I). si 
scriverà questo sviluppo in modo abbreviato con p{x\a). e si indicherà co i (i , K) 
il cerchio di centro n e di raggio H. 

Sia 6 un punto qualunque dell' interno del cerchio (a , R) : per tut i i valori 
di X tali che sia 

|6- a; + |ir-fc!<R 

si potrà ricavare dalla serre (1) uno sviluppo per le potenze di se - b (n. 23, for- 
mola (5)) e questo sarà convergente entro un cerchio di centro b o di raggio 
R - |ft - a], cioè tangente internamente al cerchio (a , R). Questo sviluppo si in- . 
dìclierà con 

(v!j plx a b) - Po' + ''i'i^- h) + c^ {x - b)* -v 
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e si dirà serie dedotta dalla (1) riapetia al punto h; essa è convergente entro il 
cprcliio {& , B- l6-o|) ma potri anche coavergare entro un cerchio di raggio 
maggiore : e nei punti comuni ai due cerchi di convergenia le due serie 

p{a! a) e p(x I a 6f 

dfinno un medesimo valore. 

Sia e un punto (jiialunque dell'interno del cerchio (6 , R - ;6 — o]) : bì potrà 
dedurre dalla serie (2) riB|>etto al punto e una serie 

p(x fi|/»'c), 

ma si potrà dedurre nel tempo stesso dalla serie (I) uno sviluppo rispetto allo 
stesso punto e 

p{x\n e), 

ora i due sviluppi 

p(x a\b\c) e p{x a e) 

il primo deilotto immcdiat'imente dalla (1). il secondo dedotto mediatamcnie , 
coincidono identicamente, inTatli nell' intorno del punto e i due sfihippi danno in 
ogni punto X il valore dato da jj (x ' n) e da p (-x o | 6) , i quali sono eguali; e 
quindi {teor. IX) queste due serie coincidono nei loro coefficienti perchè sviluppate 
per le potenze della stessa quantità x - e. 
?S. Teorema XI. Se da una serie 

p(x a) 
si deduce ima serie 

p(x a b), 

viceversa la serie primitiva si può rìguard'tre come dedotta immedialanvmle o 
mediutamenlc dalla seconda. 

Dimostrazione. I.h serie dedotta p(x | a b) può avere un cerchio di conier- 
gcnza che contenga il punto a; allora da p(x a|b) si può dedurre immediata- 
mente una serie p{x m ; 6 «) che per un intorno di a ha in ogni punto x lo 
stesso valore di p(x | a 6) e quindi di p{x \a); le due serie 

p (a; I a i 6 I a) e p (x I a) 

prendono lo stesso valore nell'intorno del punto a e procedono per le potenze 
della stessa variabile x-a; dunque (teor. IX) esse coincideranno nei loro coefllcienti. 
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Ma il cerchio di convergenza di p(a;|ai6) paò non contenere il punto a: in 
tal c»so si imo sempre prendere una serie di punti e, , e, , ... tali che e, si trovi 
nel cercliio di convergenza di p(x | a | 6) : dedotta rispetto a e, la serie 

p{x',a\b[c,), 

e, si trovi nel cerchio di convergenza di questa, ... e cosi via, fino ad un punto 
Ch tale che <i sì trovi nel cerchio di convergenza di 

,>{xla (,>,... «„)■ 

Da quest'ultima serie si pu6 dedurre uno sviluppo 

p(x' a b 1 Cb 1 u) 

e questo, coincidendo con p{x\a) in valore nell'intorno di a, coinciderà con 
p{x a) nei suoi coemcìenti, e. d. d. 

Teorema XII. Si abbiano due sviluppi in serie di potenze delle quanlilà 
\ — aedx-b;cdi cerchi di convergenza di quesli sviluppi abbiano una parie 
comune. Si riscontri inoltre c/te per un punto e della parie comMue ai due cer- 
chi, le serie dedotte dagli sviluppi primitivi rispetto al punto e coincidono. Al' 
lora: i" Le serie dato si potranno riguardare come dedotte mediafamenfe l'una 
dall'altra. 2° Le serie dedotte dagli sviluppi primitivi per qualunque punto della 
parie comune ai due cerchi di convergenza riesctronno tden(tc/ie. . 

DiuoSTRAziONE- Si abbiano le serie 

(1) p(x a) e qix\b), 

ed i cerchi di convergenza di queste serie abbiano una parte comune: per un punto 
e di questa parte cftjnune si deducano le serie 

(2) P(x rt e) , q(x]b\c) 

e queste serie dedotte .si suppongano coincidenti. Allora per il teor. X la serie 
p(x a) si può riguardare come dedotta da p(x)a(c), q(x\b) come dedotta da 
q{x\b\c): ma p(x \a\c) coincide con q{x\b' e), dunque p{x\a) è dedotta da 
9 (x 6) mediante la serie q(x\b\c) = p(x\a\c). 

Si prenda ora un punto d nel cerchio massimo che si può descrivere dal 
centro e senza uscire dalla parte comune ai cerchi di convergenza dì p{x a) e 
q(x\b); {*) rispetto a questo punto e' si potranno dedurre le serie 

(3) p{x.a.c\c') e q(x^b c\&). 



(*) Il lettore ò pregato di fare la figura. 
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ma queliti sviluppi coinoidono in vnlurc con 

jj(x| a |e) e f/(x 6! e), 

dunque essi coincideranno fra loro per il tcor. IX; io stesso avverrà per le serie 
dedotte ìnimedìatamente 

a) v{x a^c-) , q{x\b e-) 

le quali non 'differiscono dalle (3) ; e lo stesso si potrà ripetere per un puntu e" 
del campo di convergenza della (4), e procedendo cosi di mano in m»no, per qua- 
lunque punto comune ai cerchi di convergenza di p(x \a) b q{x b). 

26. Si è dimostrato (n. 13) che ogni serie di potenze ammette un cerchio de- 
terminato di convergenza; perù non conosciamo ancora e ci proponiamo di investi- 
gare da quali proprielà sìa caratterizzata la \cra circonferenza ili convergenza A 
qiieato effetto osserviamo che cambiando xin x-ì^h nella serie 

(1) fix) = Co + C^X + CiX* + . . . 

si ottiene lo sviluppo 



valida §otto la condizione 

!iK[ + |A|<R 
(dove R indica il raggio di convergenza di f{x), nel senso che per 

lic| <R 
la f{x) è Convergente, ma non si sa se la convergenza si mantenga per 
x <R). 

Per un valore speciale di x dcH'intcrno del cerchio R hi serie (V) .inmiettc iii) 
cerchio rti convergenza che è per lo meno il cerchio di centro x tangente interna- 
mente al cerchio R, ma può anche essere maggiore. Al variare del punto x va- 
rierà il raggio e di questo cerchio, e per gì' infiniti valori di ?• esisterà mi limite 
inferiore, il quale potrà essere nullo o maggiore di zero, (sez. "i') ; ora noi dimo- 
streremo che se questo limite lia un valore H diverso da zero, il vero raggio di 
convergenza non sarà li, ma R -l- H. 

Teorema XHl. Se. il limile inferiore dei veri raggi di convergenza di'Un serie 



(3) f(a) + f (a) ■ (X - a) t P'(a) K4^ + ■ 
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(detlolle titilla. (I) per i vari punii a del cerchio R) non è ntillo, si potrà asserire 
c/te U vero roggio di comcrgetizn della scric (1) non sarà R, ino R + H, 

Dimostrazione. Sia p un ninnerò positivo inferìore »d H e si descrìva un cer- 
chio di centro a;=0 e di raggio R + p. Si prenda un punto x' qualunque nella 
corona circolare compresa fra i cerchi R ed R + p, e si descriva il cerchio di centro 
ocf e di raggio II, il quale avrà certamente una parte comune co] cerchio R. In 
questa parte comune si prenda un pnnto ciunlunque ub ni deduca dalla (1) la serie 
relativa ni punto a, 

f(x,a) = fia) + ria)-{x-a)-i-r(a]^^^+ 

questa avrà un cerchio di convergenza il cui raggio è per ipotesi non inferiore ad 
Il ; descrivo dunque il cerchio di centro a e di raggio H, questo comprenderà il 
punta x', e per conseguenza 

avrà un valore determinato. 

Dico ora che il valore di f{x'\a) non dipende dal punto a: preso infatti un 
nitro punto n' nello spnzio comune ai due cerchi, per la stessa ragione addotta 
dianzi la serie 

f(.x-\a') 
avrà un significato Ma nel punta dì mezzo e della retta on' le 
fix\a\c) ed f(x\a'\c) 

coincidono , perdio coincidono colla f{x) ; onde (teor. XII) le serie dedotte da 
/■(x|(i) ed f(x\a') coincideranno in tutto Io spazio comune ai cerchi a ed a', e 
quindi anche nel punto x'- 

Ciò posto, dico che la serie primitiva 

(1) f(x) = Co + C,X i- CjW» + . . . + c^cc' -ì- . . . 

è convergente anche per x=:x'. La serie f(x\n) A ìnralti 



^rHa) 



(a - g)" 



cd è convergente sotto le condizioni 

Ia|<R , |£B-oj<E 
si ponga 

a I =« < R , i aj-a ; = 1 



dby Google 



}{ 352 )( 

Sia G il massimo vnloro assoluto della serie (2) sulla circonferenza (n , p) : sì 
avrà (teor. V) 

l|ri(o)|f'<G (v = i,2, 3, ...»); 

ma il primo membro di questa diseguaylianza è alla sua volta una serie di potenze, 
percui applicando lo stesso teorema al termine general_e di questa si avi» 

,-;k*|fe(A -')(&- 2).. .(ft-vf 1) «*-«?*< G 

e dividendo per R" 

"* i-2.3 V VrJ ^^\n) 

e sommando a tutti ì valori di v da a /r, ed applicando la formola binomiale, 

. ' - (-Y 

* R 

Questa diseguagliania ci dimostra die \Ct\ moltiplicato per (a +■ -^j rimane 

per tutti i valori di k inferiore ad un numero finito lincile a è inTeriure ad R; ne 
viene dunque per il teor. 1, che la serie 

è convergente per 



dove a è un numero vicino ad R quanto si vuole ma inferiore ad R. Talché il rag- 
gio di convergenza della serie 



ossia f{x) differirà da R + p ossia da R + H di tanto poco quanto si vuole: ma 
questa serie ha un raggio di convergenza beo delerminato, e quindi non potrà 
dilTerire da 
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27. Dal teorema precedente risulta clie se R è il vero raggio di convergenza 
della serie f(x), le serie dedotte f (x a) avranno raggi di conver;!enza r(o) varia- 
bili con a, ma il coi limite inferiore sarà nullo. Ma per un teorema generale dì- 
mostrato nella sezione 2* esisterà net l'iano della variabile x per lo meno un punto 
X. avente la proprietà che in qualunque intorno di X il limite inTeriore dei valori 
di r((t) (per i punti a di questo intorno di X) sarà ancora nullo. Ma un lai punto 
non può cadere nò fuori del cerchio R, né nell'inierno; esso cade quindi sulla 
circonferenza. 

Per un tale punto X non si può evidentemente dedurre uno sviluppo in serie 
di potenze della f(,x). perchè se ciò fosse possibile, chiamato R{X) il raggio di con- 
tergenza di un tale sviluppo, per lutti i punti a comuni al cerchio U e al cerchio 
R(X) il limite inferiore dei raggi r((i) non sarebbe nullo : contro il dimostrato. Un 
tal punto X si dice punto singolare per la serie f[x); sì può dunque enunciare cl.e: 

« La vera circonferenza di convergenza di una serie di potenze è caratterizzata 
Il dal fatto che su di essa si trova per lo meno un punto singolare, rispetto al 
B quale non si può dedurre alcuna serie dalla serie primitiva ». 

Sulla circonferenza di coniergenza i punti singolari possono essere in numero 
finito, io numero infinito ma in modo che sopra archi finiti della circonferenza non 
cada alcun punto KÌn^olarc, infine in numero infinito per modo che in qualunque 
arco finito si tro\i sempre per lo meno un tal punto. 

Dalla definizione dei punti singolari risulla chiaro che essi punti non appar- 
tengono air interno del cerchio di convergenza dì alcuna delle serie dedotte dalla 
primitiva fix), 

CAPITOLO HI. 



28. Dna serie di potenze f{x I a) convergente entro un cerchio di centro a e 
di raggio r determina per lutti i talorì a: presi nell'interno del cerchio una fun- 
zione avente carattere razionale intero e colle proprietà riassunte nel teor. X al n. 23. 

Preso un punto b nell'interno di questo cerchio si può dedurre dalla serie pri- 
mitiva una serie f{x\ a \b) rispetto al punto b ; questa avrà un cerchio di conver- 
genza r' che si può estendere anche fuori del cerchio ('tif): si dirà che questa 
serie dà la coniintmzione della funzione definita da f(x | o) per i punti del cerchio 
(6,r') esterni al cerchio (o , i). 

Dalla serie f{x]a) si possono dedurre infinite serie come f{x\a[b); dacia- 
scuna di queste infinite nuove serie f(x I a i 6 | e), e cosi via. 

S9. Tutte le infinite serie f(x\a\b..,) deducibili da una data serie sia im- 
mediatamente sia mediatamente si diranno costituire gli clementi di una funzione 
VCL. xyni. 4S 
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aaoli. i«a; e b serie ((x a\ si diri tl^mmro prini'ixo o-i <!>.'^';;.'j»'ir«i}. Per D leor. XI 
al B. i% ui» qaaii;ii>;)je •i-^.U ekm^aii u pu> preokre cocne pruulifo e sene 
alla d«4jii:r.£ ci equì gii aUrì. 

L'ioài-ìuM degli eI^.:.e3U ci 'là ta fti:i.i>K nri ili^Vi io iu:u la sua estemsioae. 
Il ralore ' •> i nl-jri > drlla fuauoa« anaLtica i^er x=a^ ìaia il lermioe iainale «Mio 
siilappo t'o dejU sniuppi. 

f xla.ft|...x,). 

L'iasieice dei raion di x pei qoali dairelemeoto ori^'oirio f'x a à poòst- 
teoere ona serie dodoita si dirà •^tii-ì di ftUii'à della runiioae aaaìiuca. 

1 Tak-ri dì X n'' n a^parteneRSi al ^fì-np-y di tnii li-à si diranno p'inti •iMjTotarì. 
1 pimii sinj-^liri p'>3iono essere isoUii. o coìiiiuire lìnee, od anebe aree. 

30 Tna funzione si diri r,- ■ io troiH't quinlo parteolo d« ao elemenio origi- 
nario fx 1' e se^^ado qaabiasi Tìa Iraeciaia dii punii e!i<> serrcioo azlt siìlopiH 
intermedi, si ^i'inrefà rispetto ad ogni ponto x, del rampo di Talidità costante- 
meaie ad ao aitìco srìlnppo 

fiX a I . . - x,'ì 

La fuotioDe si dirà inrece polidrom'i qaando partendo da un elMDaito origi- 
nario fx'i> e sez'jeado rafie lie iracr::.'e da pumi iaiermedi. si giungerà ri- 
spetto a 1 uoo >les50 punto x, del c^mpo di ralidlti a «{'rersi srìlappl 

f x'a| . . . X,) , /"it'xio . . . x^ , . . . . 

31. Cd sistema di p serie di poteoze 

f.{*.a) . fi(xfo),.../;(x a) 

aienti un cerchio comune di conrercenxa oeUlntomo del posto a, serrono & tìt- 
iDecii originari per p fuoiiooi analiiicbe. Le serie dedotte da quelle rispetto ad 

□n punto x« 

A(x;ai...lxJ . fi(x:o|...|xj..../;(xla;...:x0 

ai tiiraono f:'.rp\^_nli nmulianti se la dediuione sarà fatta per rtascona delle p fim- 
lionì seguendo la stessa ria. ijaesta definizione ha una grande importania tutte te 
Tolie che si trattano funzioni polìdrome. 

In particolare alcune delle tunzìooi fi , y,, ... , [^ potrebbero essere derivate 
delle altre, e si dimostra senza difficolti che 

I Se fi,x\a) ed f'(x[a) sodo dtie elementi di funzioni ed f'ixa) rappresoiU 
) la serie deriTata di /.x|<i) e da questi ckmeDlì si dedae«ao gli ckomiti n- 
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a muUanei f{x a] ... | a;„) , f'{x\ a\...\x^), l'elemento f'(,x\ a\ ... \x,) sarà la 
» serie derivata di ({x\a\ ... 1 x J n. 

La dimostrazione è afTatto oviia se x„ è nell'intorno di a, e da quel caso si 
estende subito la proposizione al caso generale. 

32. Teorema. Se una funzione anaUUca è (ale c/te «n suo elemenlo soddisfi, 
ad una relazione 

F=:0 

(dorè P è simbolo di funzione razionala o di serie di potenze sempre convergente 
delle quanliià che in esso entrano) tutti gli altri elementi delia fanzione soddi- 
sfaranno alla medesima relazione. 
DiuosTiuzioNE. Sia 

(0 F(«, , «1, u„) 

un polinomio razionale intero in v, , u, , ... u„ , o una serie di potenze intere e 
positive sempre convergente delle stesse quantità, e si ponga 

(2) u, = ftix\a) , u, = ;',(a:!la), . . .«„ = /;(xla) 

doTe f, ,ft, .: fn sono serie di potenze aventi un cerchio comune di convergenza 
nell'intorno di x=a. Per tutti i valori x dell'interno di questo ce rcliio comune di 
convergenza la serie F è trasformabile in una serie convergente di potenze di a; - a. 
(Teor. TU, n. 18, coroll. 1); sìa questa 

PCa!|a); 

se R indica il raggio del cerchio comune di convergenza delle (2), f(x u) sarà 
convergente per lo meno entro il cerchio (a , B). 

Si prenda ora un punto b nell'interno di questo cerchio, e si deducano dalle 
(2) le serie 

(3) ri(x\a,p) , r^(x[a:b),...f„(x\alb); 
e dalla serie f{x,a) la 

(4) P{a; o I 6). 

Queste » + I serie convergeranno tutte entro un cerchio di centro b e di raggio 
per lo meno eguale a |b-a|; indicheremo qnesto raggio con R'. 
Nella (I) si faccia la sostituzione 

(5) Vt-f,{x\a\b) , «, = ^,(3s;a| (»), . . . u, = fi,(a; ajb), 
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la P si trasformerà in una serie di potenze ài x-b convergente entro tntio il 
cercliio (b , R'), per il corollario citato del teor. VII a. n. 18. Questa serie trasfor- 
mata si infìiclii con 

(6) P,(x b). 

Ora In un punlo ce' del cerchio {b , B'), le (3) e le (2) assumono gli stessi va- 
lori. e la (i) assume lo stesso valore di P(a;' a); lo stesso valore è assunto pure 
dalla (6), quindi 

P^(x'\b) = V(x'\a b). 

Quest'eguaglianza verificandosi per tutto un intorno di 6, e le surie (1) e (6) pro- 
cedendo per le potenze della stessa variabile x-b, esse coincideranno identicamente. 
Se dunque dagli elementi (1) è soddisfatta la relazione 

F(r,(ic» , ft(x\o) /;{x|a))=0, 

il primo membro sviluppato in serie di potenze V{x a) di x -a avrà tutti i guoì 
coefficienti nulli ; lo stesso avverrà della sua dedotta 

P(a5|a 6) 
e quindi di 

P,{a!;6) 

che non è altro che 

F(A(xia 6) , ftix\a\b);.,.Ux ab)); 

quest'ultima espressione sarà dunque zero. 
Adunque se l'equazione 

F = 

è soddisfatta dagli elementi (I). essa sarà soddisfatta dagli elementi (3) e proce- 
dendo oltre, da tutti gli elementi deducibili dalle (I) purché simultaneamente; c.d-d. 

33. Il teorema precedente tende a dimostrare che ■ tutte le proprietà che val- 
li gono per un elemento di funzione analitica si conservano inalterate negli altri 
t etementi *. 

A dir vero, la dimostrazione è Umitata al caso che il primo membro del- 
l' equazione 

F = 

sia simbolo di funziono razionale o di serie di potenze sempre convergente : ma 
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queato caso contiene in se tutti quelli particolari che comunemente occorrono : 
equazioni in termini Uniti, ed equazioni difTerenziali, alcuni degli elementi fi./'i,.. Y, 
potendo essere derivate d'ordine qualunque degli altri. 

34. Per le serie di potenze di pib variabili valgono proposizioni analoghe a 
quelle dimostrate nei n. S4 e seg. , e la definizione di /'unzione analUica di più 
variabili si stabilisce come abbiamo stabilito ai o.i 28 e seg. la definizione di fin- 
zione di una sola variabile. 

A legittimare pienamente la definizione data occorrerebbe dimostrare ancora: 
I" che le fnnzitiiìi aìmlitiohe quali le abbiamo definite possono dare la so- 
luzione dei problemi esprimibili coi segni dell'analisi stessa, almeno in un numero 
estesissimo di casi, ed in tutti quelli che comunemente occorrono. 

2.° che l'inversa <li una funzione analitica è pure una Tunzione analitica (que- 
stione contenuta implicitamente nella precedente), e su queeto argomento ci pro- 
poniamo di tornare in altro lavoro pure ispirato ai medesimi principii. 

Ci basti aggiungere che le cose fin qui dette ci sembrano sufficiente prepara- 
zione alla lettura dell' importantissima memoria del prof. Weierstrass. « Veber 
> eindeulige Faneiionen' » nelle « Abhandlungen der E. Akad. der Wissenscbaft, 
■ Berlin , 1877 ». 

Pavia, Settembre 1879 - Febbraio 1880. 
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SULLE POSIZIONI GEOGRAFICHE 



nsr OT-A. 



Prof. ENRICO PUCCI. 



1. 

In Geodesia sì presenta di continuo il problcron seguente n Data la posizione 
geografica di vn punto A dell' EtUsxoitic terresire, la lungliezza della Geodetica 
che lo unisce a un altro punto B e l'azimvl che questa Geodetica fa in A, deler- 
niitiore la posizione geografica del punto B e t'aztiaul i'ec(j)roco nll'azimut dolo ». 
Le eleganti soluzioni che di questo problema hanno dato Legendre, tessei, 
Jacoby, Ilansen etc. richiedono tutte indistintamente dei calcoli assai lungtii ai 
quali è tanto piìi desiderabile di ovviare quanto più estese sono le reti geodetiche 
di cui si vuole geograficamente determinare ogni vertice. Andrae nel Danske Grad- 
maaling ha dato una nuova soluzione molto semplice per Geodetiche di lungheua 
limitata : ma riposando sulla risoluzione di un triangolo sferoidico, allorché si tratta 
di (lunli posti a grandi distanze, diverrebbe anche piti complicata di quello sopra 
indicate. 

La soluzione proposta in questo breve scritto non ha tale inconveniente e si 
applica con eguale racilitfi a piccole e grandi distanze Ano a Geodetiche di 4 mi- 
lioni di metri. Si potrebbe estendere a distanze qualunque usando degli sviluppi 
ordinati secondo b potenze crescenti dell' cccenfrictfd o di una sua funzione con- 
venientemente scelta, anziché del lato geodetico : ma è visibile che nei rari casi di 
distanze maggiori di 4 milioni di metri il problema può risolversi assai semplice- 
mente considerando l'arco di geodetica come composto di due o tre parti ed ap- 
plicando a ciascuna di queste le fonnole qui sotto ricavate. 

Sia <f la latitudine. «> la longitudine di un punto qualunque della geodetica s 
data, che supporremo contata a partire dal punto (9 = 9^ , u = Uo) e rappresen- 
tiamo cou a l'azimut che questa geodetica fa nel punto (9 , fa)), con N la gran nor- 
male, con r il raggio del parallelo, con p il raggio di curvatura dell'ellisse meri- 
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diana corrispondente alla latitudine ^ : sia finalmente o la lunghezza dell'arco di 
meridiano compreso fra le latitudini Sg e 7 e corrispondente perciò alla geocletica s. 
Ritenendo s come variabile indipendente, u , tx , o saranno Tunzioni di s ed avremo 
in generale, seguendo il metodo di sviluppo adottato da Le^-endre: 

/du\ ^ «■ fd'u\ , «> /d.'a\ , 

"='15-;.+ raU-A+rFà (sì J.+ • ■ • 

) /da\ ì' /"d'aN «• /d'«-i 

/doN 8* ,'d*a\ 8» /'d*<j\ 

° = n-dTA ■'■ — Aj?;. + rF3 w i. + • ■ ■ 

Dal triangolo infinitesimo die si forma fra due meridiani inllnitatnente vicini 
la i^eodetica s e il parallelo di latitudiae ?, si ottiene, come è noto ; 

,„. liw sena do d® cosa 

(2) ~i- = , -;- = cosa , -7^ = 

' as r lis ds p 

dr 
e per il teorema di Clairaut, notando cbo -:— = - sempcosa , si trova 
■^ ds ' 

. da _ sen a tang <f 

^^' 'ò: N — ■ 

Derivando successi ramente la prima delle (2) o la (3) rispetto ad s ed osser- 
vando che - = -j^ ( 1 + -i-^-T )' sostitnendo nelle (I), si ricava dopo facili ridusionl; 

I _ s sen g, s* ■ sen 2o„ tang (p^ 

NgCOSfa 2N(,*COSfo 

;^mT°° [cos*a„(*+3tang'y,) + sen*gotaug*?,+ ^^,cos*9ocos'aoj 



— ^ [co850(,(l + 3tang*9o) + co8*«o + e**I + - . 



w 



6Na*C08'(?a 

sseno,,^ 8* /, - c'cos'ipaN , 

«-». = TT ""'"■■ + W55iVA '+ '°° '•■" T^'" -' ■" 

s*scno„ r n -. . , B . e*cos*ff„ - ,„,1 

„-r— — ^— lsen3a.(l+8en*«J i sen2i3:„cos«nCos»ip„+ — 4^seii«„senva,+c'T j 

6A,'cos?oL » " T" I .. e* " J ^ 

'3en*aotangq„ _ 8*sena„sen?a( , [" _ , c'cos'yp l 

fo*c08*9, L " 1 —e* J ■" 



= scosa, - 



ove ^ e V rappresentano delle funzioni di Og , i;, che è qui superfluo determinare. 



dby Google 



)( 360 )( 

Prendiamo ora a considerare 8u di una sfera di raggio Ng un triangolo sferico 
analogo al triangolo sferoidico formato sull'Ellissoide terrestre dalla geodetica « 

e dai meridiani clie passano pei suoi estremi, e sieno 90*- o,, ^ 77; = *' ''"^ 

lati dì tale triangolo sferico che comprendano l'angolo a„. Rappresentiamo con o* 
l'arco di cerchio sulla sfera analogo a o sullo sferoide (ossia l'arco di meridiano 
8feneo compreso fra ì paralleli che sulla sfera passano per gli estremi di a'), e 
con u' e 180** — a' gli altri elementi del triangolo ausiliario considerato corrìspoo- 
denti ad (Il e 180" -a sullo sferoide Poiché sulla sfera un arco di cerchio mas- 
Simo è una geodetica, saranno qui applicabili lo (i), se si suppone in esse e = 0, 
come si potrebl>e del resto dedurre direttamente applicando all'arco $ considerato 
sulla sfera gli sviluppi (I). Se ne deduce quindi: 

, 8*e*sen2aacosa,co3p„ 
6N»(! -e*) seni" 

_ , 8*e'sen2aoC oa*9o sV senSvaSenapCOSgan 

I""" ''"4N'(I-e')8cnT""'" l iS' - e*) sea ì" 
s*c*8en«,fien2aoCOS*9„ 

c queste formolo sono approssimate Ano al 4" ordine inclusivamente, l'errore com- 

N» 
fiche cercate per una geodetica di 4 milioni di metri. 

Per tutti i possibili lati di una geodetica ossertafa il termine in e*s* è trascura- 
bile quando non si Toglia approssimazione maggiore di (>".001 nei risultati e si 
può porre 



_ , s*e*8en2a„ cos*?, 
' "" 4N,»(l-c*)senr 
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Ora <lul triangolo srerico sojira indicata è Tncilo ricavare : 



0) 



: *'' '^ 'L-l e 






,(«..'-^) 



le quali forinole servono assai bene al calcolo esatto di io' ed «'. 

Dallo stesso triangolo si potrebbe^ ottenere anche o', ma siccome si richiede 
di determinare questa quantità con tutta precisione, in pratica conviene calcolarla 
per altra via. 

Sieno A,B gli estremi della geodetica s sulla srera, PA,PB i corrispondenti 
meridiani sferici, C il punto in cui il parallelo fferieo di A incontra il meridiano 
PB. Se pei punti A , C si Ta passare un arco di cerchio massimo si ottiene il trian- 
golo sferico isoscele A P B in cui i due Iati, che comprendono l'angolo r=(o', sono 
eguali a 90" - f^. Chiamando ^ il valore comune degli altri due nngoli si avrà 

(8) cot^i = sen % tang -5- . 

dalla quale si può calcolare <{' con tutta precisione. Allorché m' ò molto piccolo sarìk 
conveniente sostituire alla (8) una formula che dia la piccola quantità ^ == 90' — ^, 
e che si ottiene subito dalla (8) stessa. Infatti si trova da questa : 

i w'sen I" (w'senl"i* 1 
e quindi tcascurando le quantità di 5° ordine rispetto a ^ ed u 

Calcolati dalle (1) ed (8) (9) i valori di w' , a' . <]» nel triangolo sferico ABC 
si conoscono gli angoli A = ^i- a, , 8= a' . C = ^ e il Iato 8 ('); si può quindi 

{•) 8s l'azimut è compreso fra 90* e 180» si ha invece A=a,-tl» , B=180'-o' , 
0=180° — (^, Il caso dell' azimut maggiore di 180' si ridace ad uno dei due casi in- 
dicati, considerando invece degli azimut i supplementi a 960", ossia supponendo gli 
azimut contati da 0" a 180° nei due sensi. 

TOL. xvnt. 46 
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oaleolare il lalo a' = BC o dalla formula 

&' _ sen s' sen (i]i - a„l 
N,8enl"~ Ben'}' 

quando la geodetica e sia molto grande, o dall'altra 

quando s non sorpassa la lunglieiia posstòtle di un lato di una rete geodetica os- 
servata. In questo ultimo caso può del resto ridursi il triangolo sferico al trian- 
golo piano ili eguali lati, lo che si fa subito notando ctie l'eccesso sferico si ottiene 
da una delle formule 

( 8= 180" -24 + «»-«' 

(6= 2^-«„ +a' -(80" 

secondo che T azimut 6 compreso fra 0" e 90' o fra 00° e 180' (V. nota) Il piccolo 
errore che si fa nella correzione defili angoli, togliendo da ciascuno il terzo del- 
l'eccesso sferico non ò sensibile nella latitudine calcolata, neppure per geodetiche 
di 300000'". 

Ottenuto cosi a' e quindi a dalla 3* delle (1) se ne & il caso, resta a ridurre 
questa quantità in differenna di latitudine. Poniamo per ciò: 



'-"0.-°t(S).- 



ed osservando die 


si ha 








Ho 


t 
P 






d-» 


3e" 


aenS? 




Ho- 


ni 


- e") p» 




d-,^ 


3e» C0329 



potremo stabilire: 



ì*sen*-Jy 
(l-e>)f'l(~(l-c')pK' 



3e*o^ sen2^a e* e' cosS?, 



^' ' pseni"^4(l-e')senl" p.N. ^acl-eijsenl" p.'M 
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rormula di cui il calcolo riesce semplicissimo colle tavole clic danno i logaritmi di 
1 3(j* 

~ ni ' ì — (5-71 i<- • ' ■ • . • > • ■ ■ ■ li segno superiore deve usarsi quando l" azimut 

psen 1" 4p,N,(l -c*)senl ' or ^ 

dato è nel 1* o 4° quadrante, l'inferiore quando è nei 2' e 3*. 

Come esempio del metodo sopra Indicato applicheremo le formole dedotte ad 
uno dei più grandi triangoli delle reti geodetiche Italiane, del quale togliamo i dati 
dalle pubblicazioni dell'Istituto TopograDco Militare. Tale triangolo è 



VERTICI 



Tremiti 

Lissa 

Giovannicctiio 



ANGOLI 



103' IT 15" 871 
31 31 26 t01 
SS 11 31 GiìS 



LATI (Logaritmi) 



5 12494990 
4.70 124495 
5.('51I0C82 



Per latitudine geodetica di Tremiti riterremo 9„ = 42'.0TM6".269 e per azi- 
mut di Giovanniccliio a„ = 1!9'*.2;'.4T'.644. 

Lo schema seguente contiene tutto il processo del calcolo per determinare la 
posizione geografica di Giovannicchio. 
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Senza riportare il calcolo par gli altri due lati del triangolo citato, ecco i ri- 
sultati Anali che si ottengono calcolando la posizione geograllca di Lissa dalle due 
parti : 

Da Giovannicchio - Da Tremiti 

9 =13 01 44 868 ? =43 01 4i 867 

(4 = 36 25 4853 36 35 4852 

a, = 181 58 44 0341 a, = 906 30 IO 4309 

o,-a, = 2l 31 26 4068 

II. 

Il problema inverso di n determinare, cioè, la lunghez'ia e l'azimut della 
geodetica che congiunge due punti dell' Ellissoide terrestre, dei quali sia data la 
posizione geografica n non si presenta nelle comuni applicazioni della Geodesia; 
ha per altro una cena importania nelle ricerche scientitlclie e la sua soluzione può 
giovare in alcuni casi eccezionali. Lo formule (5) o (6) a seconda dei casi, e la 
risoluzione dei duo trìan^^oli sferici ausiliarii del procedente paragrafo conducono 
speditamente ai risultati richiesti. Sia infatti m la difTerenzadi longitudine dei due 
punti, 7, , ip, le loro latitudini fra cui f, la più bassa : poniamo &? = 7i - To e 
rappresentiamo con p. il raggio di curvatura dell'Ellisse meridiana sotto la latitu- 
dine 9„ = " . Colla approssimazione del 5° ordine inclusivamente si ha da una 
formula di Andrae {DansJce Gradmaaling) 

(19) o = l(psenl"p„ + (-^-s ) p„e*C0329„ + 

+ [-^ — ) Pm e* sen S^. 1 6 cos» <p„ - sen' o. 1. 

Del resto q può calcolarsi altresì dalla nota formula di Bessel 

(13) 0= /\^\J a,(9,-¥,)-S V ^senn(9,-9,)co8n(9,+?„)l 

(.1 + Vl-ev ^1 

ove 

essendo m il coefllciente binomiale per l'esponente ~£ e e dato da 
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l'er (lilfercnzo di latitudini comuni ossia minore di 3° 30' si \-uò ritenere joi 

(14) o = A(p-p^senl". 

Ititeninmo le indicaKioni stesse della t* parte di questo scrìllo; le Torniule (8) 
(9) danno il modo di calcolare l'angolo ausiliario i}> se la dilTerenza di longitu- 
dine data è minore di 3° Per dilTerenza maggiore si dovrà Tare a i, calcolato in 
tal modo, una licie correzione di cui sarà detto più oltre. Cliinmando con X la lun- 
ghezza del Iato opposto all'angolo to' nel triangolo sferico PCA sopra considerato, 
si ha 

,,., X coso , 

(15) sen B 77, = — 3- sen w', 

^ NjSen I" senili 

da cui si calcolerà i. In cencrale — ^ — ;t, 6 un angolo molto piccolo ed è come- 
" i\„senl' ■* 

niente ottenerlo da uno sviluppo in serie. Dalla (iS) è facile ricavare con metodo 

analogo a quello già indicato per e' nella prima parie 

(16) X = ■ - " ■ -, — 1- j i t; 8en> = {. 

Ottenuto X nel triangolo sferico ausiliario ABC si conosce il lato AC = X e irossi- 
mamcnte il lato o' = lJC, e l'angolo ^ (le quantità calcolate per questi valori non 
dilTeriscono dalle vere che di una quantità di 4° ordine, tale differenza 6 trascu- 
rabile per qualsiasi lato geodetico osservalo). Risolvendolo provvisoriamente si tro- 
verà il valore prossimo di s e di a, = i{r - A ed introducendo tali risultati nelle (5) 
avremo modo di calcolare il valore esatto di e' ed io' e quindi successivamente 
quello di ^ ,8,0,,. 

V. superfluo notare che per geodetiche limitato è conveniente risolvere il trian 
golo sferico ABC, riducendolo al triangolo piano di eguali lati. 

Ad esempio sia dato : 

' f =43°.0!'.44".861 



Posizione Geografica di Lissa 
Posizione Geografica di Tremiti 



((0=0. 36. 2S. 485 
t 9 =4?.01. 16.269 
I (0 = 0. 

Avremo il seguente tipo di calcolo, notando che 
9, = 42".34'.30".G 
bj =2185".48S 
49 = 3268". 598 



dby Google 



)( 301 )( 



ilii 1 

Il i\ Il ti II 

s 


2 1 
2 S 

i. o 

Il II 




» d (o -' ■* 
Il II II II 11 

S9 i. 

1 s 


i| g 
li i 

■*00 « 
li 1! Il 

?■: -i 

- S_ .? 

o 

s 


te m — 

SS? 

Ili 

Il 11 II 

III 
-Il 


i 

s 

II 

M) 


Mira to 1 ^ 

Sii 2 

US eri o u3 
Il II 11 II 

■^1 


I i 
i 1 

II II 

i s 
S 


i 

1 


+ 


Il II II II 

SS? !■ 


III 


o 




iSi 

o o t- 

»d^ 

Il II II 
■a:mo 


II 


•à ci 

1 
Il 'lì 

1 


«O US 

li 

Il II 

l'I 

ss' 
8 


l'i k i. s 
1 '" i ^ j' 

" 'o II II II 


I % li 

II 11 II II 

mi cor ^•9- 

<r ir 


II 



Digitjzed by V.iOOQIC 



)( 368 )( 

il valore di a, ottenuto nel paragrafo precedente è 26*. 05.3 1.173. 

Il tenue errore di 0".0i è dovuto al non aver tenuto conto dei dieci millesimi 
nella dilTercnza di longitudine sopra calcolata: nel logaritmo dì 8 si ha poi il lieve 
errore di 0,00000008 dovuio in parte alla stessa cau.'ia, ed in parte all'esser stato 
calcolato, dividendo Tra gli angoli A,B,C egualmente l'eccesso srerico. 



CORREZIOHI E RETTIFICHE. 

Pag. 275 1. C in luogo di j^ leggasi T 

I 278 V. 10 in luogo di \Jr+(^^y leggasi yjr* f (^^ 

I 279 T. i4 avanti al t" termine del S» membro invece di + leggasi - 

» 283 V. 7 l'ultimo fattore del 1" termine del 2" membro invece di f dev'essere f* 

> 284 y. n in luogo dì Va'6* + p»a* leggasi (Vo'6*+ g'o')* 
» 286 V. S in luogo di o e all'asse » leggasi « sull'asse i 

» ■ V. 9 in luogo dì k tangente o il n leggasi a tangente e 11 a 

n 289 V. 21 al numeratore del valore dì c,F in luogo di r leggasi 1 

> S90 V. 15 in luogo di sctang leggasi xtangfiL 

» 29i V. 8 avanti al 2» termine del 2" membro leggasi - 

B fl v. ultimo nell'ultimo termine del denominatore invece di ^ le"gasi ^ 

"i °° dy 

i 295 V. 2 nel 1" termine del 2" membro in luogo di p leggasi ^ 

» 299 V. 19 in luogo di supposti leggasi rapporti. 
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DN TEOREMA ARITMETICO 



GIOVANNI FRATTINI 



In alcune ricerche aritmetiche mi 6 avvenuto di serrirnii di un teorema, non so 
RO nuovo, il quale ha per soggetto la serie degli indici relativi ai modulo primo 
p, e alla radice primitiva g. 

Il teorema consiste in ciò che : 

< Le due permutazioni : 

ind 2 . ind 3 , ind 4 , Ind (p - 1) 

ind I -ind 2 , ind 2 - ind 3 , ind3-ind 4 . . . initO'- 2) -ind(p - 1)' 

sono della stessa specie, ossia: la somma dei numeri delle inTcraioni dell'una e 
dell'ultra permutazione, ò sempre pari i. 

Avverto che le due serie non posseggono zeri, ne si ammettono numeri nega- 
titi. I numeri negativi della seconda serie si convertirehbero in positivi, aggiun- 
gendo p - I- É poi facile dimostrare, e apparirà del resto anche da quello che si 
dirà, che i numeri della seconda serie sono disuguali come quelli della prima, e 
che astrazion fatta dall' ordino, le due serie contengono tutti i numeri: 

1,2,3,4 p-2. , 

La dimostrazione del teorema, muove dalla considerazione delle funzioni ^{h,k,g) 
di Jacohì (*), le proprietà delle quali, sono feconde di tante e cosi importanti 
conseguenze in tutta l'aritmetica superiore. 

La definizione di ^ih,k,g) consiste nella eguaglianza: 

i(i,.k.a) = 'Y ii"'""''"'-''*''''""^'*'''' 

rappresentando h e k due numeri intieri e che possono stimarsi positivi, e g una 
radico primitiva (modp). Jacohi ha dimostrato (**; che so h e ft sono diversi da 



(') Y- p. e. Pani Bachiuann. Die Lehre von àer Krmlkeiluitg, Zebnta Vor- 
lesung 2. 

(••) Note^ber Kreislheihmg Creile 7, Bd. SO. 

VOL. ZflII. i7 
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p — I, ed banno una somma minore di p - I, si ha : 
<Ji(h, &, (j)sO (modp). 
Chiamo pertanto & il discriminante del prodotto : 

(a!-2)(a!-3) (ac-p + l) 

e per A intendo il numero : 

(3-2){4-2)...(4-3)(5-3)... 
e scrivo il determinante (*) : 

*{p-2.p-2) ttp-a.p-a) +(p-2 , p-4) . . . Kp-2 , 2) 4-(p-2.1) 
|(p-3,p-2) <Kp-3,P-3) *{p-3,p-4)...<Kp-3,2) *{p-3 , 1) 

<|.(t ,p-2) i-d ,p-3) ^.(1 ,p-4)...4.{l,3) 4(1 , 1) 

il quale si riduce (modp) al prodotto degli elementi formanti la seconila diagonale 
perchè' tutti gli elementi da una stessa parte di essa, sono (modp) altrettanti zeri. 

p-± 
lì segno del prodotto è (- I) * . 

Ora, se f non è divisibile per p - 1 , si ba (") : 

"'2' /'"■'•' =0 <moap). 

Quindi : 

(P-2)(p-l> 

HP - 2.1) = ^£',t^^>''""' = - ,<i-2)ind(p-l) ^ ^^(p-2)ind. ^ _ ^ 2 ^ , 

(p-a)(p-i) 

t I 

' (modp) 



(*) Si 6 adoperato per brevità ^{h , h) invece di ^(h , fe , ;). 
(**} Bachmann 1, o. 
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E cosi: 



.j/(p-2,t) <|.(p-3,2) 4,(p_4,3)...^.(l,p-2)s(-i) » (modp). 

Chiamando adunque F il determinante, si avrì : 

F = 1 {mod p). 
Ha ÌQ Tirtù delta fonnola : 

*(h . ft) = "5]' 0Min^C-in'l("+(O]-*in'i(U..) ^ 

bì potrà BcriTere : 



-(p-3)ind2 -(p-3)ind3 -(p-3)iod(p-l) 



-ind2 -ÌDd3 



-ÌDd(i)-l) 



ff^* 9^» ... s^»^* ff "■"' g 

Si è posto : 

j, =ind 1 -iDd2 , j, = ind2-ind3 , . . .y„_t = ind (p-2)-iDd(p-l). 

Considero ora il determinante; 

^-(p-2)ind2 ^-(p-2)ind3 ^-(p-2)ind(j,-!) 

-(p-3)ind2 -{p-3)Ìod3 -- {p-3)itid(p-l) 
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e rifletto che si lia: 



-ina 2 _„'-• 



(mod p) 



Analoga cosa per gli elementi della 2' , 3* ed ultima colonna. Esso diTieaa 
adunque (mod p), 



2 3 4 S ...p-1 
2' 3" i" S' .-.(p-l)> 



2»-i3»-. ^l>-l5^-....(p_l)^- 



=l■2■3.4...(p-l) 



1 1 I 1 ... I 

2 3 4 S ...p-1 



2J->3i>->4'-"5'-"...(p-l)'"'; 



e per il teorema di Wilson, si riduce (modp) a -A. 
Chiamo Y l'altro fattore di P, ed ho : 

VA3-! (modp) 

Quanto a T , 

j|J,(P-2) ji.(P-2) . . . ^^,iP-^) 

^■(P-') 5J.(J-3) _ yl,-,(p-S) 

9^' »'• ... >- 

osservo, che i resti (mod p) di : 

»"-* , /-* , 9"-* ■ . . 9' , 
SODO, in ordine Tarlato i numeri della serie : 

2,3,4, ,p-i. 

Chiamo e, il resto di g", e dico e il numero delle inversioni delia serie : 



e sostituendo in V a 9' il numero s, , e scrivendo le orizzontali in ordine diretto 



dbvGoogL 



c^ 



)( 3" )( 
rispetto alle e dalla prima orizzontale in giù, ottengo 

2*' 2*» 2*' ... ^»-* 



y = (-i)* 



^^ é 3^' 



= (-l)»T' (modp) 



(p-i/'(p-i/»(p-iy»...(p-i)''^' 

Si possono considerare le e nell' ordine : 



6| . e, , E 6p^ , e^, 

e se il numero delle inversioni di questa serie si vuol chiamare ancora e, si dovrà 
scrivere : 

* VA 



«+v 



Vs(-l) - v , (-0 

Ai numeri : 

e, , fj , e, , . . . , Bp., 

corrispondono : 

fl , fl» . fl» , . . . , g^*' 
Scrivo i numeri e nell'ordine : 

2,3,4, S,...i)-1 
e 1 numeri g' nell'ordine : 



V'4s-t 



(mod p). 



essendo g il numero corrispondente ad r, e in ordine alla formola ; 

(-1) r4 = -l (modp), 

riguardo e come numero di inversioni della serie : 



ovvero della: 



ind2 , ind3 , indi , . . . , ind(p - I). 



I numon : 

il > 3t • U ^ • ' ip-i 
sono mod(p- I) tutti diversi, allriraenti si avrebbe: 
V = (mod p) 
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e questo contradJce all'ultima congruenza (*^ Siccome d'altronde nessuno di essi 
i lero, la serie : 

ix , U > il • ■ • J'p.i 

sarà prescindendo dall'ordine, la stessa serie che : 

1 , 2 , 3 p-2. 

Si dica E, il numero delle inversioni dell'ultima serie formata colle /(*'), e si 
riduca il determinante \' per mctio di convenienti scambii Tra le verticali all'altro: 



= {-!) *V'=^A (modp). 





2 3 4 


5 


. . p-l 






2' 3> 4' 


!■ . 


• • (P-l)' 


B<- 




!'-■ 3'-' 4»- 


5'-' . 


• • (P-l)'-' 




ottiene cosi : 














7'a-(- 


)"A 



e dal paragone colla : 

(-1) V'l = -i (modp), 

si ha 

p-3 

A»s(- I) (modp). 

D'altronde: 
A=(l-2.3...p-3)Cl.2.3. .p-4Kl-2.3...p-5)...(l-2)(1)=|P-'2'^«3''-»...(p-4)»(p-3)'. 
Dunque : 
4» = [!"-». Z"-*. 3'^' ... (p-4.)'{p-3)']K-3)'W*(-5)» ... (-p+2)P-'(p-ir-*] 

= (-!) * (p-l)[l'-*2P-»3'-*... (p-gìP-'Cp-l)»-]. (modp) 



{•) L'egaaglianza : iod (a+1)— ÌDda = ind(p+l) — indg raod (p—1), trae seco la 
ind^(a+ l) = in<!a(^ + 1), 
OTrero : 

p(a + l) = a(p + l) (mod p) 

e perciò : 

p = a (moilp). 

(■•) Ridotte secondo p— 1 a nnmeri della serie 1, 2, 3 , ... , p— 2. 
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E pel teorema di Wilson : 



4' = 


-<-o-- 




i'3( 


_.r-- 


(modp); 




P-3 






(mod p) ; 



adunque : 



e quindi ■ + 1, è un numero pari. C. B. D. 

Il teorema assume anche un'altra forma, se si considera che : 

ind e - ind (e + 1) = ind e + (p - 2) ind (e 4 1) mod (p - 1). 
Ed anche : 

ind e -ind (e + l) = indc(e+ 1)'*^» mod(p-i). 
I numeri : 

e (e +!)*-> 
formano la serie : 

I-2P-» , 2.3P-» , 3-4"-* . . . (p-ZX?-!)"-». 

Può adunque dirsi che : 

Le due permutazioni formate dagli indici dei numeri delle due serie: 

2,3,4,5 ,p-2 , p-I 

2P-» , 2.3"-* , S-i"-' , 4-5*-» , . . . , (p-3)(p-2)''-* , {p'-2)Cp-l)P-», 

sono della stessa specie, qualunque sia la radice primitixa alla quale gl'indici sono 
coordinati (*> e. 



(*> Che CIÒ aTTenga ìndi pendente mente dalla scelta della rndice primitiva, appa- 
risce uDche dal Tatto che poneaào 



dove e rappresenta un namero primo con p— 1, e inda. Inda, sono gli indici di a 
relativi a g e a g' ordinatamente, si ha : 

ind a = a Ind a mod (p— 1) 

e perciò dalla BerÌ€ degli indici segnati con I si passa a quella degli indici legnati 
con i, mediante la moltiplicazione per e. 
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p = 5 , g = 2. 
Serie degli indici : 

> delle dilTerenze: 
P = 7 , 3 = 3. 
Serie degli indici : 

n delle differenze : 
p = ll , fl = 2. 
Serie degli indici : 

H delle dilTerenzo : 



)( J16 )( 



1,3,2 una inversione. 
3 , 2 , 1 tre inversioni. 



4 > 1 



, 4 , 5 , 3 tre inversioni. 
3 , S , 2 cinque inversioni. 



1,8,2,4,9,7: 
9,3,6,8,5,2, 



3 , 6 , S quindici inversioni. 
4,1,1 venticinque inversioni. 



4' 



= 13 



3 = 2. 



Serie degli iodici: 1,4,2,9,5,11,3,8,10,7,6 diciotto inTersioni. 

B delle differenze: 11,9,2,5,4,6,8,7.10,3,1 trentaquattro inverBioni- 
5» p=17 , 5 = 3. 
Serio degli indici: 14, 1,12,5, 15,11, 10,?, 3, 7, 13, 4,9,6,8 cinquantanove ìdt. 
B delle differenze: 2,13,5.7,6,4.1,8,15,12,10.9,11,3,14 trentanove inver. 
Finalmente se si pon niente alle congruenze : 



2 (2P-») = 1 

3 {2.3"-») s 2 



(mod p) 



(p~l)[(p-2)(p-lf-^] = p-2, 

e se si chiania coniugato di u (non divisibile per p), secondo v (non divisibile per p), 
il numero minimo positivo U che risolve la congruenza Uu = v (modp). si potrà 
dire che : 

n Se dei numeri 1 ,2,3,4,... p-1 e partendo dal secondo si forma la serie 
degli indici, e si forma poi quella degli indici dei numeri coniugati di ciascuno 
dei numeri dati secondo il precedente, si ottengono due permutazioni della stessa 
Epecie dei numeri 1,2,8,. ..p-2 ». 

Viterbo Febbraio 1880. 
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UNA RELAZIONE FRA LE PDNZIOM SIMMETRICHE SEMPLICI 
K LE FUNZIONI SIMMETRICHE COMPLETE 



L. CROCCHI 



La relazione a cui alludo quantunque qunsi intuitiva non è stata io creda in 
nessuna occasione avvertita, e d'altronde mi pare degna di esser notata. 

Sicno a;, x^ x, ... x„ m quantità qualunque, ed indicliiamo rispettivamente con 
$p e Vp le funzioni simmetriche semplici e quelle complete d'ordine p delle stesse 
quantità, cioè pongasi 

8p = a;/ + x/ + . . . + oj.'' 
Vp = (a:, + aj, + . . . + jj,), 

nella 2* delle quali, dopo aver Tatto Io sviluppo della potenza p''» si deve sosti- 
tuire l'unità a tutti i coeflicicnti binomiali. 
Le funzioni Vp soddisfano alla relazione (*) 

dalla quale in particolare si ha 

ox, " 

dV. 

^ = y, + V,a!, + Voa!,» 



^ = V»-i + V-i»! + ViaJ.' + - + T«aj"-'. 



(*) leggasi il mìo articolo i Sopra le funtioni Aleph ed il cttltrmituttOe di 
Caochy (Qiomule di matematiche Voi. XVII, p. 218, 380). 

TDL. XTIU. i8 
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che possono scriversi : 






dx, 

da), 
dV, 

dX| 



Cangiando ora in ciascuna di queste equazioni Xi in x^x^ . . . x^ successila- 
mente, e sommando da sé ciascun sistema d'equazioni, arremo 

EdV, 



V.. 






T,« 


+ v,., 


1 


V.s 


, + V,!, 


+ v. 



SdT, 

-V & 

' -^ dx,~ 



(A) 



V.., >, + V„_, «, + V.,, s. + . . . + T. ,„_, = E -^ - mV,., 

dove in generale si è posto 

SdT,_dV, (IT, dv, 

(te, ~ dx, "*■ rfx, "*"••• + rfaj,,* 

Ma si ha (•) 

f!l' = V '"'.-1 

dx, '"' ' dx, 

dalla quale cangiando X, in Xj x^ ... x^ successivamente e sommando, ricadasi 

V dV, „ , dV,_, . dV,^, , , iiT,_, 

7. :r^ = mV,.i + X, . ' + x« ^ + ■ . . + a, . 
^-^ dx, ' dXi dx, ■ dx^ 

onero, per l'omogeneità di T^ 

S^;='»v,+('--i)v,^. 

(•) Vedi articolo citato. 
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Mediante questa il sistema d'equazioni (A) si muta racilmente nel seguente 

V,8, + V,e, =2V, 

V,8,+V,s, + V,8, =3V, 



V,-ie, + V,.s8,+ . . . +V„8^_, = (m-1)7,_,. 

Rammentando ora che le s sono legate ai coelTlcientì a, <i, a, .. 
zione che ha per radici x, x^ •■■ x„ , dalle relazioni 



a„ dell'equa- 



0D ''l 

Of Si + a, 3, + il, a. 



= - o, 



si concluderà che s, si esprime nello stesso modo tanto per i coelllcienti 0^0,0^... 
quanto per le funzioni Vo V| V^ . . . , soltanto le due espressioni sono di segno 
contrario. 

Osservazione I', Questa relazione dimostra, che ogni funzione simmetrica 
multipla di x, x, ■■■ x„ , che sia una funzione pari delle s, si esprimerà nello stesso 
modo tanto per a^ a, a, ... quanto per V, V, V, ... ; mentre quella funzione simme- 
trica che sia funzione dìspari delle s, si esprimerà in valore assoluto soltanto ugual- 
mente tanto per a„u, Qi... quanto per V, V, V,...; viceversa, se una funzione ra- 
zionale dei coelTicìenti o^atOf... è tale che scambiando aga,»,... in VoViV,..., 
non muti afflitto di valore, muti soltanto di segno, essa sarà esprimibile per 
una funzione pari disparì dello s ; difatti la espressione per le 8 della funzione 
data è sempre possibile, com'è noto; ed il cangiamento dei coenicienti agn, o,... 
in VoV,V,... corrisponde al cangiamento di segno delle s. Può cosi ritenersi: la 
condiiione necessaria e sumciente afllnchè una funzione simmetrica multipla delle 
x,Xt.. ,x^ sia es|)rtmibile per una funzione pari disparì delle s, si è che la 
sua espressione razionale pei coefRcienti a^ a, Oj . ■ . non muti in valore assoluto 
quando per essi si sostituiscono V^ViV, ... cioè le quantità (*). 



1 



1 



(*) Articolo citato. 
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Osservazione. '2*. La rclaKione, n cui sopra sinm giunti , porge le cguaglianie 
notevoli per ta trasformazioiic dei determinanti 



»1 


1 





. . 


2o, 


a, 


1 


. . 


3a, 


»i 


0, . 


. . 


ra^ 


"r-l 


",-. ■ 


. . H, 


», 


1 


. 





So, 


«, 


1 





3™, 


". 


ii ■ 


. 



V, 


1 


. 


. 


2T, 


V, 


1 . 


. 


3V, 


V, 


1, ■ 


. 


rV, 


v,_ 


■v,-. ■ 


■ ^1 


V, 


1 


. 


. 


2V, 


v, 


1 


. 


3T, 


V, 


V, . 


. 



le a/> SODO gli elementi reciproci, degli elementi di uno qualnnque dei de- 
nanti che sono nella prima di queste eguagliiinze. 
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APPENDICE 



COMENTI AD UN OPUSCOLO INTITOLATO 
BIBLIOGRAFIA 



Corso di Geodesia di Q. B. Daddi Capitano del Genio. Unione Tipogradca- 

editrice di Torino. 1876. 
Della combinazione degli errori (il vero titolo dice ■ delle osservazioni •) 

nel metodo dei minimi gueuiraii, dello stesso autore. Fratelli Bocca 1879 ; 

Firmato - Luigi Oiletta, Capitano di Stato Maggiore e Prof, di Geodesìa 
(operativa alla Scada di Guerra) ; diffuso dallo stesso con pubblicazione chis^ 
mata * Estratto dal Oiomale di Matematiche diretto dal Prof ■ B attagliiti *; 
stampato in Torino nella Tipografia Vincenzo Bona 1* Ott. 1880: e riportato 
in Appendice al fascìcolo Settembre-Ottobre 1880 del predetto Giornale. 



Col titolo e nelle condizioni indicate mi è pervenuto un Opuscolo di 43 pagine 
in 8", contenente una specie di rivista delle mie pubblicaaioni citate, con l'aggiunta 
di una nota dedicata agl'Ingegneri. 

Ho detto una specie di rivisla; perchè, sebbene l'A. abbia cercata dare al 
euo scritto questa forma , non sembra tuttavia aver avuto altro scopo che quello 
di fare una raccolta degli errori, che egli dice uver trovato nei miei libri. Questi 
errori egli ha potuto ritrovare, come farà vedere in seguito, col riportare tneaoJ- 
latnente quello che sta scritto nelle mie pubblicazioni; col prendere solamente al- 
cune frasi (e neppure esolfamenle) di una lunga trattazione, e su di esse stabi- 
lire un' accusa di errore; col dire falso e sbagliato quello che non sembra accor- 
dare tXla. tua qpjntra* 4)ei90nai<; (<oinqtevretare,in modo di|ferenie il titolo 
della seconda mia pi)bblicaeione , per poter addimostrare che non sodilis^à allo 
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Abopo i col trarre partito da un qualche errore di stampa troppo yisibile per po- 
tervi fondare un giudizio di inesattecza e senza tener conto che, essendo ia cor» 
di stampa la mia Geodesia, bisognava per essa dar tempo all' autore di compilare 
r errata-corrige; etc. 

Non tutte le crìtiche meritano l'onore della lettura, poche la fatica di una ri- 
sposta, ma una critica foggiata a questo modo, mi pare, sia pregio delT opera, 
cfie se ne parli quel tanto, che può essere sufficiente a farla apprezzare. 

L'Autore della bibliografia comincia col porre, senz'altro, che due sono i difetli 
capitali nei miei libri cioè: Linguaggio poco proprio (1") e proposizioni erronee (1°) 
od erroneamenfe dimostrate (3"?), e con questi due difetti capitali in testa esamina a 
suo modo il mio libro sulla Geodesia dapprima e quindi quello sulla Combinaiioie 
delle osservazioni. Immediatamente troia il programma poco logico; ma per affer- 
mare una sentenza cosi grave, mi pare, che si sarebbe dovuto premettere un esaise, 
sullo scopo prefissosi dall'autore , sulle condizioaì in cui si trovava , sui meui di 
cui poteva disporre etc---. e dopo un tale esame, fatto coscìeoziosaiDente, poteTia 
solamente aver ragione per sentenziare su di un programma d'insegnamento, sii 
bilito da molti anni e seguito da parecchi autori. 

Non sembra che l'A. della bibliografia abbia pensato nn momento, che lo scopo 
del mio Corso di Geodesia era di riassumere le mie lezioni ad Ufficiali del Genio. 
che per la prima volta studiano Geodesia, e non ad Ingegneri geografi; che pera 
doveva attenermi alle teorie essenziali, senza divagarmi nei problemi straordioari 
e rarissimi, come p. es. di trìangoh di 270 chìlm. di lato etc. cui egli acceooL 
Eppure l'A. della bibliografia ha potuto vedere, come stretto da questa considera- 
zione, per completare il mio Corso, era stato obbligato a porre in appendice quelle 
partì che aveva dovuto semplicemente accennare nelle lezioni, e che a taluna ami 
dato un certo sviluppo ciononostaite , perchè noa aveva giudicato potesse formar 
corpo per un appendice speciale. Ed oltre a ciò non si ha neppure a tener tonto 
della scelta del metodo più adatto all' insegnunento ? 

Mi pare che nel fare uaa critica , per uno scopo scientìfico , si proceda «o 
troppa leggerezza di giudizio, se si comincia col negar all'autore del hbro Illo- 
gica del suo programma, senza credersi in dovere di eseguire una nunuta e co- 
scienziosa discussione al riguardo. Le intenzioni dell' autore devono essere riportale 
non solo, ma ricercate dal critico coscienzioso. 

Le intenzioni mie erano poi state palette troppo chiaramente, perchè non X 
ne dovesse tener conto. Nella Introduzione della Geodesia ho detto infatti : 

In una prima parte che intitolerò Cosmografia verranno riassunte toHt 
K quelle cognizioni astronomiche che si reputano indispensabili ; alcune di esse 
R tuttavia non saranno che accennate ed esposte coi metodi più semplici , riiou- 
I dando ad apposite appendici quelle questioni, che richiedono tale sviluppo da doo 
' t poter essere comprese in questa prima parte, a 

Si può essere pìiì espliciti ? Se l' A. della bibliografia avesse ponderata quK" 
mja dichiarazioDe, avrebbe facilmente capito che noa era propriamrata il caso di 
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riportare nella 1' parte, né il Teorema di.Jacobi, né il calcolo della nutazio- 
ne etc... che egli vuol far saper di conoscere. 

Non essendosi formato l'A. della bibliografia un criterio giusto suHe nlìe pub- 
blicazioni, egli non ha potuio capire che il compito dell'insegnamento di una Scienza 
sta essenzialmente nel farne conoscere Io stato attuale, non nel riCormarla (io non 
mi credo da tanto) ed è perciò che nella stessa Introduzione ho detto : 

ff L'esposizione dei metodi di calcolo e di osservazione, la descrizione e l'uso 
<t degli strumenti stati impiegati e che si impiegano per tale ricerca formano Tog- 
li getto del nostro studio. » 

Quando siasi pensato a tutto questo sì troverà il programma del mio Corso 
di Geodesia più logico della critica stessa. 

Nell'insegnamento ho sempre creduto per lunga pratica dover preferire il metodo 
di procedere dal semplice al composto; se l'A. della bibliografia invece crede migliore 
un sistema opposto, doveva discuterlo, e non far accusa dì critica su ciò che ò conse- 
guenza necessaria dell'adottato sistema. Né basta ad attenuare l'asprezza di tali 
accuse l'esprimersi con un forse; poiché o il giudizio è il risultato di una convin- 
zione profonda ed allora deve essere esplicato nettamente, o non vi è questa con- 
Tinzione profonda ed allora non si emettono giudizi. L'A. della bil^iografia poteva 
cosi risparmiare il titolo di falsa alla dimostrazione sulla forma equilatera dei trian- 
goli etc, essendo discutibile questa sua opinione di falsità. Il Prof. Schiavoni 
si è limitato a dire « Si è ancor» in dubbio se essa (la forma equilatera) goda del- 
I l'altra proprietà importante, cìoé di procurare che l'error medio degli angoli 
« produca sui lati, i quali vengono a determinarsi, errore minimo '. Ha non è qui 
il caso di aprire una discussione al riguardo. 

Net seguitare la sua critica, l'A. ritoma indietro ed interpretando a suo n^odo 
alcune parole da me dette, trova sbagliata la Introduzione alla Geodesia dicendo : . 

L' Inlrodìtzionc, secondo f intenzione deli' autore (pag. il, avrebbe dovuto con- 
tenere un cenno storico della Geodesia fino ai tempi nostri , t' esposizione eiok 
delle pTincipali fra le grandi operazioni geodetiche finora eseguile (!), T analisi 
(/ci metodi 8ej;ui(i (!) e dei mezzi di misura adoperati nella loro esecuzione (1) e 
quindi il grado di approssimazione via via in esse eonsei/uito (!) 

Il programma di questo cenno storico è magnifico e colossale, tanto che mi 
pare, che cominciando con una introduzione dì tal fatta si potrebbe far a meno di 
scrivere il corso. L'A. della bibliografia vuol far credere che mia intenzione fosse 
di dire tutto questo, ma declino il diritto d'invenzione dì un tale programma, per- 
chè il mio intendimento è stato molto più modesto; ed ecco infatti come io ho mani- 
festato questo intendimento. 

Dapprima riporto queste belle parole del Prof. Schiavoni. 

n Torna di grande utilità ad un lavoro scientifico di istituzione lo avere in 
« fronte alquante righe die ne rischiarino il concetto, però mi pare che sitTattu 
« utilità addivenga assai maggiore, quando in esse siavi delineato in iscorcio un 
u cenno storico dei fatti culminanti della scienza che si prende a trattare. Imper- 
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f ciocché questo, se <]a un Iato è adatto a svolgere innand alla giofant manti il 
a graduale procedimento, e per co^ diro, l'analisi generale della scienia ohe ai è., 
s presa a trattare; dall'altra è molto acconcia ad eccitare coi fatti e co' nomi dì 
f coloro che hanno lavorato nei campi del sapere s. Poi riprendo io a Oon egual inten- 
I dimento credo quindi premettere allo svolgimento della Scienza ohe ho impreso a 
R trattare un cenno slorico sullo sviluppo che la Geodesia ebbe a subire per i pro- 
fi gressi delle scienze matematiche e delle arti meccaniche, u. 

Questo È quello che ho detto ed ò anche quello che ho mantenuto, ma è ben . 
dirTirtute da ciò che vorrebbe farmi dire l'A.. della bibliografia. 

« Senonchè l'autore (segue egli) dominalo forse troppo dal concelfo che (a 
Geodesia è figUa della Astronomia ci ha dato piuttosto una breve storia di questa 
(che...) coiilenfandost di accennare sommartamenlf! in alcune noie, a pie dipa- 
gina, alle principali misure di archi terrestri eseguile Jfno at 1836. ■ 

Eppure mi pareva che, esistendo un qualche legame fra l' Introdusione, e le note 
a pie di pagina, una qualche cosa sulla Geodesia ne avessi pur detto ! Del resto, 
sono anche ora di questa opinione che la Geodesia sia un capitolo della Astrono- 
mia. Chi può precisare ove cessi l'una e cominci raltral Io non lo so. 

Sulla parte 1* che io ho intitolala ( Nozioni di cosmografia i l'A. della biblio- 
grafia dice che è froda quasi completamenle dallo ScAiavoni. e dico ^usi, sog- 
giunge poi, pere/tè in questo uUimo autore non si rinvengono alcune {ne«aJIe22e 
c/te andremo mano marto rilevando, ^sso (il 1" Capitolo) comincia con oteune 
definizior^i che mancano forse di rigore matematico e che non sono completó, 
come, ad esempio, quella che vi è da(a deW orizzonte cioè: Quel gran cerchio std 
guale insisfe la gran volta celeste. » 

La definizione data nel mio libro dice invece : 

• Orizzonte. Quel cerchio estesissimo sul quale sembra insistere la gran volta 
celeste. » 

La definizione inesatta è dunque la sua, non la mia I 

Chi vuole erigersi a giudice degli scritti altrui, mi pare e credo parrà anche 
al lettore, deve riportare le cose esattamente. Né può dirsi che questa sia stata 
una svista, perchè anzi sembra che 1' k. della bibliografia abbia posto su questa 
base il suo sistema di critica. Infatti egli riporta in seguito solamente alcune frasi 
di un intiero paragrafo, e neppure esattamente, e dice : 

Parlando della differenza che corre fra i segni e le costellazioni dello zo- 
diaco, l'Autore dice che queste ultime a sono j^ure d'uomini ed animati sema 
connessione veruna colle stelle che esse comprendono » nel menlre sono appunto 
determinati gruppi di stelle che costituiscono la costellazioni. Forse V Autore ha 
voluto dire che la loro configurazione non rassomiglia alle figure usate dagli 
antichi per designarle, ma allora egli dovca, porci, esprimersi piii chiaramente. 

Ecco quanto è scritto nel mio libro. 

a Le stelle della regione di cielo che il sole sembra percorrere in cHusa del 
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■'SUO movlmeDtd annuale, furono da^li antichi distinte ia 12 gruppi c!ie chlamansi 
t cottettazioni, i cui nomi seno riuniti nei due esametri. 

« Sunt Aries, Tauras, Gemini, Cancer, Leo, Virgo, 
B Libraque, Scorpio, Arcitenens, Caper, Anpliora, Pisces. 
' ■ Queste costellazioni sono distribuite su di una fascia di 18° di larghezza, 
a disposte simmetricamente lungo l'eclittica. Ciascuna costellazione è marcata da un 
n segno speciale, di cui non si conosce l'origine, ma che sembra volesse rappre- 
« scntare la forma assegnata alla costellazione. La moderna astronomia ha dirìsa 
s la fascia dello zodiaco in 12 spazi o segni di 30" ciascuno, conservando per essi 
« 1 nomi antichi, senza che però questi corrispondano alle co±itelluzÌoni. Il segno 
a Ariete corrisponde all'equinozio di primavera e gli altri si seguono nell'ordine 
K detto sopra e si distinguono in ascendenti e discendenti come nella figura 11. 

a Ad evitare confusione giova adunque ben distinguere la parola costellazione 
s dalla parola segno. Le costellazioni sono figure d'uomini o d'animali designate 
IL nello zodiaco senza atcìtn rapporto colle stelle che esse comprendono. I segni 
« invece sono divisioni senza connessione necessaria con le costellazioni. Cosi ad 
a esempio l'equinozio di primavera ha luogo ora alla costellazione i pesci, eppure 
( dìcesi il sole entra in Ariete. L'equinozio di primavera aveva luogo alla costella- 
ti zione Ariete realmente ai tempi di Ipparco, ma... 

Può dirsi che questa spiegazione non sia chiara? 

Riportando alcune frasi di uno scritto si può facilmente trovar motivo per con> 
dannarne 1* autore; ma, se queste l^asi sono riportate inesattamente, la cosa è anche 
più spiccia. Mi pare che questo siasi fatto dall' A. della bibliografia quasi costan- 
temente ! 

Parlando della nutazione dico in nota. 

« Questo movimento oscillatorio dell'asse di rotazione della Terra, deriva come 
a la precessione dall' esser la Terra composta di sfrati non individualmente omo- 
t gena, né concenirici, per cui l'attrazione del sole e della luna non è diretta 
n esattamente al centro di figura. 

L' A. della bihliograBa trova utile per la sua critica di cambiare le mìe pa 
role dicendo a e con apposita noia a pie di pagina soggiunge che questo feno- 
meno è dovuto al fallo che la terra non è, né omogenea, né composta di slrali 
omogenei, u 

Quindi segue: nel mentre è nolo che in meccanica celeste si cotcola la nula- 
zione e la precessione lunt-solare ritenendo la terra come un solido di rivoluzione 
omoi;eneo. 

V Dans ce cas (de l'bomogeneité de la Terre) la nutation ne serait qne 7|9 de 
la precedente et par consequent 34", 1 , ce qui diffère trop des observations astro- 
nomlques pour étre admis, ainsi ces observations et celles dcs marées concourren' 
a falre rejeter l'hypothèse de la Terre homogéne..., Laplace Jlfec. cel. L. V pag. 313. 

Ho riportato questo brano in francese, perchè 1' A. della bibliografia non am 
mette che io conosca parecchie lingue estere, ed il suo giudizio lo avvalora, seri- 
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Tendo afericul Astronomy invece di fpherical Aslronomy (Inglese) ed anche Qaellen 
seriffi-n invece di QucUen Schriflcn (Tedesco). Poteva almeno vedere che ne" miei 
libri queste quattro parole erano scritte esattamente. Per un critico che si appoggia 
anche sugli errori di stampa , qucsli due errori su quattro parole sodo impera 
domabili. 

Ritornando alla bibliograOa, mi pare che l' osservaeione del suo A. Taccia ca- 
pire che egli oon ha afferrato il criterio della cosa, e metta in un sol Tascio e me- 
todo di calcolo e fatto. 

In un certo punto del mio libro sta scrittoi. 

DicGsi giorno astronomico o vero quello che comincia etc. e Y k. della biblio- 
grafia capisce a questo modo A pag. 31 egli chiama giorno aslronomico, ciò ehe 
con ragion vieti sempre chiamalo giorno solare vero. 

Con questo sistema di prendere a spizzico qua e colà alcuna frase che possa 
prestarsi ad una interpctazione dubbia, 1' A. della bibliografia se ne impadronisce 
e naturalmente la volge a suo modo, cambiandola se occorra; così ad esempio nel 
mìo libro ho posto due paragrafi sulla spiegazione della longitudine nell'ipotesi 
della terra sferica, e)issoidioa di rivoluzione, irregolare, facendo l'cnumeraiione dei 
metodi usati per il paragone dei cronometri etc. , ma e^^li di tutto questo non fa 
parola e coglie una frase quasi alla fine del 2' paragrafo per poter sentenziare. 

/Ve È usare lingitagijio srienUjico lo scrivere t Quando la terra non è sferica, 
la In^igiludine non può essere espressa in lunghezza d'arco equatoriale. 

Parlando della forma della terra ottenuta colla applicazione delle fornaole del- 
r Mrostatica, pongo la questione a questo modo : 

« Ammessa l'antica fluidità della terra, possiamo cercarne la forma collo for- 
ti mole dell'idrostatica, che danno la figura d'equilibrio della 8iif>cr/ìcte di una 
K massa fluida sottoposta a forze, comunque dirette, riferite a tre assi ortogonali 
e passanti pel centro di essa, 
a L'equazione dilTereaziale è 

p {Xdx + Ydy + ldz)= dp 

n in cui etc- 

L'A. della bibliografia salta circa due pagine di premesse e dice: egli co- 
mincia col restringere (a generalità del problema supponendo che le risullanli 
di queste azioni reciproche su ciascun punto della massa consi'iZcrala jiossino 
tulle per uno sfesso punto. E poi scritta un' equazione differenziale , senso pu'' 
dire che cosa essa rappresenti,.. 

Il mio libro della Comfcinasione delle osservazioni è una pubblicazione total- 
niente separata dal mio Corso di Geodesia e quindi tutf altra cosa che il Ctdcolo 
di compensazione, promesso come ajipcndìcc alla stessa Geodesia , e che non lio 
ancora pubblicato- 
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L'A. della bibliografìa non s'accorge o non vuole accorfjersi di ciò, e Io giu- 
dica come se dovesse contenere il calcolo di compensazione. Egli quindi ragiona 
fuor di proposito a questo modo : 

Senonchè ci pare che noìì sempre l'esposizione sia chiara, che non è coslan- 
temente palese il nesso logico che dovrebbe legare le varie parti della trattazione 
e che manchi un poco i( gimlo equilibrio fra V estensione data ai vari argomenti 
che la costituiscono . 

Come abbia potuto parere tutto questo all' A. della bibliografia è facile capire, 
se egli dalla lettura del libro non ha capito di che cosa si trattasse- Eppure gli 
bastava leggere la sola prefazione, ove è detto chiaramente che il mio libro costi- 
tuisce uu trattato teorico generalo sul metodo dei minimi quadrati ! 

Quello che non ho capito io, è il suo modo di giudicar dell'estensione di una 
trattaeione a numero di pagine I Egli dice : 

Questo libro consta di UO pagine, eppure (!) ne dedica 24 ossia poco meno 
che la quinla porie allo studio . . . tre o quadro poffine al più eareòftero stole 
stif^ci'enlf .-■(!) 

Faccio osservare che 140 diviso Si dà S.83 . . . di quoto, e che perciò ^ ine- 
satto il dire poco meno che la quinta parte. 

Seguitando a parlare di questa mia pubblicazione l'A. della bibliografia dice: 
La teoria esposta è poi solamente applicabile direltamenle ad operazioni geo- 
detiche di geometria pratica "(com'è, che non si è accorto prima che il mio li- 
bro è stato specialmente destinato agli studii di Geometrìa pratica?) eseguite cogli 
antichi sirumenJi ripetitori, mancando iniieromcnle quanto interessa la compen- 
sazione delle stazioni con istrumenti reiteralori. 

Se avesse posto mente l'A. della bibliografia alla semplice prefazione, avrebbe 
visto, parmi, clie nel libro doveva mancare e l'uno e l'altro, perchè non avevr 
scopo di trattarle. Non capisco come abbia trovata l'una e non l'altra I 
Ma quale base puq aver avuto egli nello scrivere: 

« Tre quattro pagine al più (!) sarebòero state più che sufficienti per rag 
a giungere guest'tnlcnlo e l'autore avrebbe potuto «alersi delle aUre 20 per esporr. 
v la compensoztone di un giro d'orizzonte fatto con uno strumento reiteralore i 
a per fare qualche applicazione delle teorie esposte come si ò detto n se non si 
accorto che il mio programma era ben dilTerente? Spero che non vorrà già pre 
tendere che il solo programma possibile sia il suo I 

l'A. della bibliografia come ho detto non sì ò lasciato sfuggire l'occasione ( 
un errore di stampa, per^fare sfoggio di critica; anzi se ne è compiaciuto, e 1 
esprime con questo tono: 

A pag- 16 si legge una inlerprclazione per lo meno nuova dell'equazione 



r 94 dA = I 
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L'autore esprime in Unguciggìo ordinario il significato di questo reazione 
dicendo : Quando t't numero degli errori è finila la somma degli errori è uguale 
■ ad uno. (Neppur questa volta le mie parole sono riportate esattamente !) 

Sarebbe stalo bene per norma del telUire che que$lo nuovo teorema (atte »Uiia 
accennato nelta prefazione dei h&ro ! 

Quanto spirito 1 

BJporto il brano del mio libro che, vi si riferisce : 

R . . ■ Supponendo inoltre che vi sìeno n errori uguali a 1, n' uguali a &'. .. 
B e l'intiero numero sia m, le probaiMiià degli errori saranno rispettìTamente 

. n .. ♦*' 

^ m ' m 

■ e to loro somma sarà 

,i+ty+...= ''-^"'-^''"-^- =jg-=i. 

ni m 

9 Quando il numero degli errori possibili i Unito, la somma deìie probabilUà de^Ir 

■ errori è uguale all'unità >. 

Senza essere professore di Geodesia, non si vede chiaramente che la parola sot- 
tolineata è stata saltata nella stampa. Poterà verificare che di questo errore da 
gran tempo erano state corrette quasi tutte le copie ; e se poi infrenuam«n(e creden 
che si trattasse di un nuoTo teorema, perchè non ha trovata falsa la dimostruìone 
precedente I 

Farmi aver ora diritto dì ripetere all'autore (fella bibliografia quel vecchio ada- 
gio : Improbe facU, qui in alieno libro ingenioqus est! 

Hi ricordo di aver letto nel Bastiat, se non follo, queste parole 

■ I nostri avversari hanno un gran vantaggio su noi , perchè esd emettono 
> una sentenza senza produrne le ragioni, men|re a noi tocca provare obe essi 

■ hanno torto ■. 

Se l'A. della bibliografia ha creduto cosi di obbligarmi a stampare un voloittt 
col riportare- inesattamente i miei scritti, ovvero fot giudicare a suo modo sa pocnc 
frasi, si è sbagliato anche su ciò; perchè mi baata l'aver fatto conoscere quale w» 
questa critica ; pregando ti lettore a voler riscontrare sui miei scritti quelle forti 
che sono state Accusate di inesatte , prima di pponunctare ti suo giwìiiio e tro- 
verà cosi che l'espressione n la gravità del pendolo i non è poi cod assonia eww 
vorrebbe far credere l'A. della bibliografia; che non vi è contradìEionc fra qWto 
ho detto sulla linea dì collimazione, e sulla costruzione del cannocchiale; cbesoil* 
figliazione dei triangoli per ragione di controllo ne ho detto abbastanza; che sul» 
lunghezza delle basi le considerazioni sul calcolo degli errori non vi sono inu'"'' *■ 
ed infine che non poteva cambiare le istruzioni allora in vigore dell'Istituto i"' 
pografico. 
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Dirò ancora ehe non intendo aprir poleihiclie con clii abbia addimostrato que- 
sta Bmania di trovar errori a qualunque costo in lin libro, mancando allo prime 
esigenze di uno scopo scientiBco. 

Ma ritornando alla bibliografia devo far speciale menzione della nota dedicata 
agli ingegneri, cui ho accennato in principio. 

Il presente articolo (cosi dice la nota) era già in macchina allorcliè mi per- 
venne un' «((ima pubblicazione del Daddi inlllolata r Tacheometri e Cteps. 
Loescher 1880. Queslo lavoro 6 corredalo da due belle tavole e consiste in un» 
minuta descrizione del Tacheometro ed in una esposizione dei melodi a seguirsi 
nel rettificarlo. In qtiest'ultima parie si riscontrano alcune inesattezze e non pò- 
(rei in coscienza consiflliare agli Ingegnen dì seguire ciecamente i melodi di 
correzione che vi sono esposti. 

È una strana pretesa questa dì voler dar consigli, non richiesti ; poiché gli 
Ingcj^neri sanno troppo bene, quel che si fanno, per ricorrere ad altri. Come può 
VA. della bibliografìa dubitare della capacità, dcgh Ingegneri, cosi da temerò cho 
abbiano a seguire ciecamente il mio libro ! Se vi sono queste inesattezze, se ne ac- 
corgeranno da loro stessi ed io vivo tranquillissimo su ciò, tanto come vivo tran- 
quillo che nessuno dei numerosi miei ^tliei'i avrà a risentirsi del molto male pre- 
conizzato dall'A. della bibliografia. 

L'Autore della bibliografia ha voluto tacciare i miei libri di linguaggio poco 
proprio ; e la sua crìtica è indorata di espressioni di questo genere. 

Sono poco chiare ed asserite graluilamenle le vcrilà eie. 

Molte sono le coso asserite gratuitamente nella bibhografìa, e disgraziatamente 
non sono neppur veriià ! 

La conclusione dell'Autore della bibliografia, dopo il tanto male preconizzato, 
1 duo difetti capitali etc. , è che : 

Forse «na nwora edizione riveduta e corretta del trattalo di Geodesia sarebbe 
un'Opera buona (forse! anche dopo riveduta o corretta?) 

Forse ha voluto dire, riveduta e corretta non sulla base delle sue osservazioni, 
di cui giustamente egli dubita. 

A patto però, segue, che rgli sì famigliarizzi un poco più con «no o due 
soli dei vari autOì~i che egli si compiace di citare forse troppo frequenlemente. 

Io mi compiaccio, e me ne vanto, di rendere pubblica testimonianza di ammira- 
eìone all'illustre schiera dei lavoratori nei campi del sapere. Multi prelransibunl, 
ecd augebitur scientia, ed io in coscienza, non ho mai potuto dir falsa una teoria, 
anche allora die era stata abbandonata, perchè al suo tempo ha rappresentato una 
fase importante della scienza ìstcssa, e bene spesso la nuoi a teoria, che la distrug- 
geva, era nata da essa. 

Io non ho richiesto l'A. della bibliografia do' suoi consigli per completare le 
mie cognizioni. Sono più vecchio dell' A. della bibliografia, cosi nella vita, come nel- 
l'insegnamonto, e per diritto, mi pare, toccherebbe a me dar consigli. So egli in 
pochi anni ha potuto abbracciare tutto lo scibile matematico, cosi da potersi erigere 

2 
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giudice e maestro, felice lui ; io sto lavoraniJo da molti anni e non ho potuto an- 
oprire un solo punto di confine! 

conclusione die io pongo per dire che ho finito, credo il lettore l'avrà di 
)vinata, cioè ; 
critiche si fanno o non si fanno; quando si fanno bisogna saperle fiare molto 

Itrimenti una bella figura la fa sempre il critico al ritorno ; la 

regola è di non farle. Pensi VA., della bibliografia, se, forse, non sìa stato 
il suo caso- 
Novembre 1880. 

Q. B. Daddi. 
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